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PREFAZIONE
ALLA QUINTA EDIZIONE

Questa €& la quinta edizione del testo “I suggerimenti della
ricerca 1in didattica della matematica per la pratica
scolastica”: la prima edizione, pubblicata con lo stesso
titolo nel 1999 da “La Goliardica Pavese” di Pavia, era
stata completamente rivisitata, nel 2007, per ottenerne una
esposizione pil organica e piu ricca con l’aggiunta di due
Capitoli, wuno dedicato al modello di insegnamento —
apprendimento cooperativo e un altro con la descrizione di
un’esperienza didattica realizzata in classe secondo tale
modello. Dopo alcuni anni di analisi di azioni didattiche
svolte secondo il modello dei gruppi collaborativi, che
costituisce una sorta di sintesi ottimale dei modelli
costruttivisti sviluppati negli wultimi trent’anni e qui
descritti nei Capitoli 3-6, avevo voluto proporre, nella
seconda edizione, una descrizione dettagliata del modello,
i riferimenti teorici principali, alcune note di tipo
metodologico e infine, a titolo di esempio, la descrizione
di una esperienza didattica svolta in un biennio di scuola
secondaria superiore in base a tale scelta metodologica.

La terza edizione, nel 2011, nasceva dall’esigenza di
completare il Capitolo 7 sull’insegnamento-apprendimento
collaborativo con un ulteriore modello di interazione tra
studenti, il tutoraggio fra pari, messo a punto in
esperienze didattiche progettate e sviluppate nella scuola
secondaria. Il tutoraggio fra ©pari costituisce un
completamento molto interessante, con modalita e obiettivi
suoi propri, delle pratiche collaborative a gruppi e per
questa ragione €& sembrato opportuno esaminarlo e proporlo
in dettaglio.

La quarta edizione, del 2013, aggiungeva, a conclusione
della Prima Parte, il Capitolo 8, dedicato ad illustrare
come le attivita sui problemi, la collaborazione fra pari e
il laboratorio matematico fossero considerati cruciali sia
in letteratura che nelle Indicazioni Ministeriali per la
didattica della matematica.

Questa quinta edizione propone, oltre ad un aggiornamento
della bibliografia, un Capitolo nuovo, il 12, con l’analisi
di un progetto svolto con insegnanti del biennio superiore
attraverso modalita collaborative di soluzione di problemi,
attuate nelle loro classi con esiti molto positivi.

In sintesi, questo testo presenta un quadro sintetico di
quanto la ricerca in didattica della matematica suggerisce
oggi, per la prassi scolastica, a chi sta orientandosi alla
professione di insegnante di matematica oppure a chi, gia
in servizio, intenda riflettere sui modelli di
insegnamento-apprendimento che la ricerca considera come
particolarmente significativi per 1l’educazione matematica.

Pavia, 16 settembre 2015



PREMESSA
SULLA NECESSITA DI CAMBIAMENTO
NELL ' INSEGNAMENTO DELLA MATEMATICA

Negli ultimi decenni si & riscontrata in tutto il mondo una
notevole insoddisfazione riguardante gli esiti
dell’insegnamento della matematica, con la conseguente
richiesta di un radicale cambiamento nella didattica di
questa disciplina.

I1 progresso scientifico e tecnologico, le trasformazioni
sociali e gli studi di psicologi e pedagogisti avevano
fatto sentire da tempo la necessita di un rinnovamento, sia
a livello di contenuti sia a livello di metodi.

Per quanto concerne i contenuti, anche se non ci occuperemo
qui dell’argomento, si sono ottenuti soddisfacenti
risultati a partire dagli anni ‘80, con la formulazione dei
programmi per la scuola media (1979), per la scuola
elementare (1985) e per la scuola secondaria superiore
(Programmi sperimentali P.N.I. e Brocca, 1990-92).
Nell'’'ambito dei metodi di insegnamento, invece, certamente
si sono fatti alcuni passi avanti ma occorre lavorare
ancora per attuare un cambiamento che possa migliorare la
situazione attuale, soprattutto nella direzione della
traduzione, nella pratica della classe, di c¢ido che 1la
ricerca didattica suggerisce da anni.

E opinione unanime che la matematica debba essere insegnata
in modo attivo, vale a dire con la diretta e costruttiva
partecipazione dell’alunno. A tale proposito sembra
significativo che fin dagli anni sessanta il matematico e
psicologo Z.P. Dienes abbia intitolato una sua opera
“Costruiamo la matematica” (il lavoro originale, del 1960,
é stato tradotto e pubblicato in italiano nel 1962).
Nell’introduzione egli esordisce con queste parole: “..
vorremmo che per quel che riguarda la matematica 1l’accento
battesse non tanto su “1’"insegnamento” quanto su
“1l'apprendimento”, non tanto sulle nostre esperienze quanto
su quelle dei ragazzi, in pratica che ci si spostasse dal
nostro mondo al loro mondo..”.

Secondo Dienes l’obiettivo principale dell’insegnamento di
matematica non & tanto quello di far apprendere determinati
contenuti, quanto piuttosto quello di realizzare un
ambiente che permetta agli alunni di acquisire un
atteggiamento di ricerca, per arrivare alla scoperta e
costruzione personale dei risultati matematici. A tale
scopo si dovrebbe fare in modo di valorizzare il piu
possibile 1l'’esperienza degli alunni, proponendo 1loro
situazioni che richiedano una attiva manipolazione (fisica
o intellettuale) fino ad arrivare alla elaborazione di
possibili soluzioni.



L’idea di un insegnamento attivo non €& nuova: non si
intende proporre qui uno sviluppo completo di tale
ideologia, che ha radici storiche molto lontane, tuttavia
sembra interessante sottolineare che gia il pedagogista
boemo Comenius, vissuto nel XVII secolo, con 1l'opera
“Didactica Magna” ed il pedagogista svizzero Enrico
Pestalozzi, con l’opera “Come Geltrude istruisce i suoi
figli”, scritta nel 1801, presentano i principi della
cosiddetta “scuola attiva”. In questi scritti sono
espresse, anche se non in maniera esplicita, due idee
fondamentali: il metodo di insegnamento “per cicli” ed il
metodo “intuitivo — costruttivo”.

Il metodo per cicli e stato introdotto da Comenius e
consiste nel trattare uno stesso programma in modi diversi,
a seconda delle diverse eta degli allievi e della loro
conseguente capacita di comprensione. Questo & il metodo
che sta alla base dell’ordinamento della nostra scuola per
molte materie ed ha lo scopo di dare all’allievo una
cultura completa dopo ogni ciclo di studi; se questi
decidera di continuare, potra approfondire gli argomenti
gia trattati.

Il metodo intuitivo — costruttivo e& presente in entrambe le
opere sopracitate. Dice Comenius: “La cognizione deve
necessariamente principiare dai sensi (se e vero che nulla
pud essere oggetto dell’intelletto se prima non & stato
oggetto del senso): perché dunque 1’'insegnamento deve
principiare con un’esposizione verbale delle cose e non da
un’osservazione reale delle cose stesse? E quando sara
stata fatta questa osservazione delle cose, allora venga
pure il discorso a spiegarle meglio.”.

Analogamente, nell’opera del Pestalozzi si ritrova 1lo
stesso concetto cioé che 1la “descrizione” deve sempre
precedere la “definizione” e che & necessario abbandonare
la didattica cattedratica per evitare 1’apprendimento
passivo da parte dell’alunno: egli deve invece fare diretta
esperienza, agire, rendersi conto da solo delle cose e
delle operazioni sulle cose, deve “intuire”. Questo ultimo
termine aveva, inizialmente, il significato statico di
guardare con attenzione, contemplare, ma gia in Rousseau e
soprattutto in Pestalozzi assume un senso dinamico:
l’intuizione & una costruzione.

Agli inizi del ‘900 queste idee furono riprese e sviluppate
da Maria Montessori e dal belga Ovide Decroly, considerati
gli iniziatori della pedagogia scientifica. In qualita di
medici si occuparono entrambi di bambini intellettualmente
e psichicamente anormali, per i quali era chiaro che si
dovesse partire dal concreto. Lo stesso metodo di indagine
scientifica, opportunamente modificato, poteva poi
applicarsi anche per i bambini normali, in modo da
accelerare o da facilitare il processo di acquisizione.

I1 metodo della Montessori & attivo — sintetico: sintetico
in quanto costruttivo, cioé dall’elemento si passa
all’insieme degli elementi, al globale.



Anche Decroly, traendo ispirazione dalla concezione
pestalozziana dell’intuizione, propone un metodo operativo,
ma ha ideali e mezzi d'attuazione diversi da quelli della
Montessori. Partendo dal presupposto che la mente non e
attratta dal particolare, ma da una veduta d’insieme,
globale, egli non da in mano al ragazzo un materiale per
costruire, ma lo stimola a trarre osservazioni analitiche
dai fenomeni naturali, lo porta dall’osservazione globale
alla scomposizione del fenomeno. Si tratta di un metodo
attivo — analitico, dal complesso si passa al semplice.

I pedagogisti moderni hanno completato ed in parte
modificato i metodi degli studiosi citati, ma hanno
accettato la loro idea di fondo e cioé la necessita di una
partecipazione attiva da parte dei ragazzi.

Anche la psicologia sottolinea che i principi del metodo
attivo sono i piu idonei nell’insegnamento della
matematica.

Lo psicologo svizzero Jean Piaget ha illustrato ampiamente
questa idea, sostenendo che le strutture fondamentali della
matematica corrispondono alle strutture elementari
dell’intelligenza: c’é infatti parallelismo fra il processo
per cui dal concreto, attraverso l'’astrazione e 1l'uso di
simboli artificiali, si costruisce la “matematica” ed il
meccanismo per cui le azioni, dapprima soltanto sensorie —
motrici, vengono coordinate dall’intelligenza in operazioni
mentali tramite la funzione simbolica ed il 1linguaggio.
Percio il ricorso all’azione e, in generale, all’esperienza
non compromette assolutamente l’esigenza del rigore
deduttivo, ma contribuisce ad esso presentando basi
concrete e non soltanto premesse verbali.

Molti altri, da allora, hanno condiviso e sviluppato queste
idee fondamentali, cioé, in estrema sintesi, la necessita
di partire dall’esperienza, di mantenere costante il
riferimento a situazioni concrete e di realizzare il
coinvolgimento attivo degli studenti.

Negli anni sessanta e settanta del secolo scorso numerosi
matematici, particolarmente coinvolti nei problemi della
didattica (come, ad esempio, Castelnuovo, Bonfanti,
Speranza, Checcucci, Prodi, Villani ed altri), hanno
fornito importanti contributi: si pud dire che 1la 1loro
opera sia stata essenziale per realizzare quel rinnovamento
dei contenuti della matematica scolastica che, come si é
detto, appare chiaramente dalla lettura dei programmi di
insegnamento.

Nella direzione di un rinnovamento dei metodi, tuttavia,
in quegli anni €& stato realizzato molto meno: anche se i
matematici citati hanno fornito ampio materiale didattico,
con esempi di situazioni concrete da realizzare con gli
alunni, si pud dire che la metodologia adottata nella
maggioranza delle nostre classi (sia di scuola media
inferiore sia di scuola media superiore) rimaneva ancora
troppo lontana da quella auspicata, soprattutto in



relazione al coinvolgimento attivo degli alunni nella
costruzione del sapere.

Nei decenni successivi l’interesse della ricerca didattica
si e sviluppata anche sulle metodologie di insegnamento ed
oggi €& riconosciuto da tutti che la matematica non debba
essere insegnata come dogma attraverso una serie di
conclusioni, né ©presentata come teoria completa ed
indiscutibile, soltanto da verificare: deve invece essere
“costruita” attivamente da chi impara, anche in armonia con
i propri stili di apprendimento e 1le proprie risorse
personali.

In un insegnamento ispirato a tale principio & necessario
accentuare gli aspetti problematici di ogni indagine, 1
limiti delle conclusioni, gli interrogativi ed i problemi
lasciati insoluti, introducendo la componente del dubbio
nello svolgimento della lezione. E importante, inoltre,
condurre l’allievo a studiare i suoi errori per trovarne la
causa e a praticare cosi 1l’autocorrezione, incoraggiare i
suoi modi di espressione personale, portarlo alla
precisione ed al rigore dandogli coscienza della necessita
di comunicazione con gli altri, esigendo che chiarisca il
suo pensiero ai compagni.

Anche nelle indicazioni didattiche dei programmi di
insegnamento della matematica (dagli anni ’80 in poi) si
suggerisce di cercare di mettere gli studenti in condizione
di sviluppare importanti abilita, come ad esempio 1la
capacita di risolvere una grande varieta di problemi
correlati alla matematica, di ragionare e comunicare
matematicamente e di apprezzare il valore e le potenziali
applicazioni della matematica.

Per raggiungere questi obiettivi occorre che gli insegnanti
abbandonino 1’idea, ancora dominante, dell’insegnamento
della matematica come diretta trasmissione del sapere e
cerchino di creare nelle 1loro <classi ambienti di
apprendimento nei quali:

* incoraggiare gli studenti all’esplorazione;
* aiutarli a verbalizzare le loro idee matematiche;

e far loro constatare che molte questioni matematiche
hanno piu di una risposta corretta;

* insegnare, attraverso esperienze, 1l’importanza di un
ragionamento accurato e di una comprensione corretta;

* incoraggiare tutti gli studenti sulle 1loro capacita
matematiche.

Gli obiettivi citati nascono dai risultati della ricerca
didattica e fanno parte di un ventaglio pit ampio di
ricerche su tematiche differenti: i contenuti del
curriculum (cosa i contenuti matematici dovrebbero
insegnare, con dquale ordine, con che tipo di materiali
educativi di supporto), il dialogo e l’attivita in classe,
la valutazione, il ruolo degli insegnanti e 1la loro
formazione.



Occorre dunque realizzare ancora fondamentali cambiamenti
nei processi educativi e questo puo accadere solo se il
futuro insegnante riceve una adeguata preparazione
professionale (non solo a livello di contenuti) e ciascun
educatore gia in servizio viene coinvolto in una revisione
personale della propria mentalita pedagogica e matematica
ed aiutato ad identificare alcune strade concrete nelle
quali il suo metodo abituale possa essere modificato per
riflettere i risultati di questa revisione.

Le idee espresse 1in dquesta breve introduzione saranno
approfondite nei Capitoli che seguono.

In particolare si vedra in dettaglio, nella PRIMA PARTE,
che cosa si intende per sistema didattico, cioé la terna

costituita da insegnante — alunno — sapere (Capitolo 1),
come si caratterizza il modello della trasmissione della
conoscenza (o empirismo) che sta alla base

dell’insegnamento tradizionale (Capitolo 2) e quali sono i
principali modelli di insegnamento — apprendimento che oggi
si propongono come alternativi a quello tradizionale
(Capitoli 3 - 7). Nel Capitolo 8 =si evidenziano i
collegamenti tra le idee fondamentali espresse dai modelli
costruttivisti studiati e 1le 1Indicazioni Ministeriali
attuali per 1l’'insegnamento della matematica nella scuola
preuniversitaria.

Nella SECONDA PARTE sono poi descritte (Capitoli 9 - 12)
alcune esperienze di trasposizione didattica, realizzate
nella scuola secondaria, che possono essere considerate una
buona interpretazione, nella pratica scolastica, delle idee
costruttiviste esposte e dei suggerimenti metodologici che
ne conseguono.



Note

1. Per una sintetica ma approfondita sintesi sul lavoro in
Didattica della Matematica di Z. P. Dienes nel ventennio
1960-1980 si puo vedere 1l’'articolo di R. Borasi,
Presupposti teorici del metodo di Z. P. Dienes, sulla
rivista L‘’insegnamento della matematica e delle scienze
integrate, Vol. 3 n. 5, 1980, 49-69.

2. Sulla figura e l'opera di Pestalozzi si pud consultare
l’articolo di S. Foster, Pestalozzi, dalla mano al concetto
matematico, sulla rivista L‘’educazione Matematica, Vol. 2,
1997, 4-25.

3. Nella presentazione dei vari argomenti dei Capitoli 1- 6
si e fatta la scelta di una esposizione il piu possibile
fedele al pensiero del ricercatore o dei ricercatori che
hanno maggiormente sviluppato 1l’argomento affrontato. Nella
‘Bibliografia ragionata’ sono precisati, per ognuno di
questi Capitoli (o per ogni gruppo di paragrafi) l’autore o
gli autori di riferimento e gli articoli che sono stati
consultati. Si é& voluto evitare di aggiungere commenti
personali ma si sono riportati, spesso alla lettera, i
contributi originali dei ricercatori: la scelta di questi,
ovviamente, e del tutto personale, come pure
l’'organizzazione che ne é& risultata. L’obiettivo che cosi
si & sperato di raggiungere & duplice: anzitutto una
maggiore chiarezza espositiva, con la possibilita di
approfondire le tematiche affrontate; inoltre si & voluto
illustrare il contributo positivo della attuale ricerca in
didattica della matematica, che presenta aspetti anche
molto contrastanti ma di cui, qui, si sono voluti cogliere
quel suggerimenti che sono stati ritenuti importanti per la
formazione professionale di un insegnante di matematica.

I1 Capitolo 7, sui modelli collaborativi, costituisce
l’esito di anni di sperimentazione svolta in collaborazione
con alcuni insegnanti di scuola secondaria di primo e
secondo grado: a differenza dei precedenti Capitoli, questo
presenta dunque osservazioni e convinzioni personali,
ovviamente basate sulle esperienze svolte e collegate alla
letteratura sugli stessi temi.

In modo analogo, il Capitolo 8 costituisce wuna analisi
personale degli aspetti citati (la risoluzione dei
problemi, 1la collaborazione tra pari e il laboratorio
matematico) che ho scelto di accentuare in collegamento
alla lettura delle attuali Indicazioni Ministeriali per
l’insegnamento della matematica nella scuola di oggi.



PRIMA PARTE

CAPITOLO 1
IL SISTEMA DIDATTICO

1. INTRODUZIONE

All’'origine della didattica della matematica come campo
scientifico, vi €& la constatazione di una grande
complessita di rapporti fra insegnamento ed apprendimento e
la convinzione che le situazioni di insegnamento, nelle
loro dimensioni epistemologiche, sociali e cognitive
possano essere descritte in modo razionale.

Qual e il campo di studi della didattica della matematica?
Per Brousseau (1986) sono i “fenomeni legati all’attivita
di insegnamento, concernenti specificatamente il sapere
insegnato”.

Per Laborde (1989): “Cio che noi chiamiamo didattica della
matematica in Francia riguarda lo studio dei rapporti tra
insegnamento ed apprendimento nei loro aspetti che sono
specifici della matematica”.

Per Margolinas (1990): “Oggetto di studio di questo campo
scientifico &€ il sistema didattico = (Insegnante — Allievo
— Sapere)”.

Nonostante 1le diversita espressive, le tre precedenti
definizioni possono essere considerate equivalenti e ci
portano dunque ad occuparci del sistema didattico.

2. IL SISTEMA DIDATTICO

Il sistema didattico & costituito dalla terna Insegnante,
Alunno e Sapere, con 1le interazioni tra Insegnante ed
Alunno relative ad un dato Sapere, in una situazione di
insegnamento. Per rappresentare tale situazione si usa di
solito il seguente schema triangolare

che, pur essendo riduttivo, supera il modello lineare di
un’unica relazione pedagogica tra insegnante e alunno.

Cido che ci proponiamo €& di capire il funzionamento del
sistema didattico. Nonostante alcuni studi mettano



l’accento su una sola delle componenti di tale sistema,
esso e da considerarsi come un tutto inscindibile. Le sue
componenti devono essere studiate all’interno di un
disciplina specifica, la didattica della matematica.
L’'insegnante fa parte del sistema didattico ed & percio
oggetto di studio. Si formula 1l’ipotesi che le leggi del
sistema didattico influenzino molto 1l'insegnante nella sua
attivita. Tale affermazione é& in contrasto con 1’idea
comune che il buon insegnante sia capace di adattarsi ad
ogni situazione di insegnamento.

Per quanto riguarda 1l’alunno, la pedagogia ha spesso
considerato la sua attivita indipendentemente dal sapere
insegnato e dunque indipendentemente dalla situazione
didattica nella quale si trova. Contrariamente a questa
posizione si pud affermare che 1l’attivita dell’alunno in
classe e un’attivita specifica che non pud essere misurata
convenientemente da alcun parametro che non tenga conto del
progetto nel quale 1l’alunno é& impegnato e che, durante
l’ora di matematica, dipende dal sapere matematico in
gioco.

I1 sapere stesso non deve essere considerato come un
oggetto “inerme” del sistema didattico. Gli studi di
didattica mirano anche a mettere in evidenza la complessita
del sapere e dei fenomeni costitutivi della trasformazione
del sapere nel corso della trasmissione (cid che Chevallard
chiama trasposizione didattica). Il sapere non €& dungque un
dato universale e a - temporale.

Mentre nel sistema di insegnamento 1l’insegnante e 1l’alunno
sono definiti dalle loro posizioni nell’istituzione
scolastica, qui si devono definire in funzione delle loro
relazioni con il sapere.

Cio che definisce 1l’insegnante e l’alunno come tali e il
progetto del sistema didattico, cioé il passaggio da uno
stato iniziale ad wuno stato finale nei confronti del
sapere, oggetto dell’apprendimento. Questi stati sono
caratterizzati dalle differenti relazioni che insegnante e
alunno hanno con il sapere.

STATO INIZIALE: stato didattico

Si puo definire stato didattico uno stato nel quale la
relazione dell’alunno con il sapere €& inesistente, o
inadeguata, mentre invece quella dell’insegnante con il
sapere stesso & una relazione privilegiata.

Lo stato iniziale del sistema didattico €& uno stato
didattico nel senso che & stato precisato; in esso
l’insegnante intrattiene una relazione privilegiata con il
sapere. Dal punto di vista della relazione con il sapere,
vi e wuna dissimmetria che & costitutiva del sistema
didattico.

Prima dell’insegnamento, non & detto che 1l’alunno non abbia
qualche idea riguardo a quel particolare sapere, ma,
semplicemente, la sua relazione con esso non & adeguata.
Senza l’'ipotesi di questa dissimmetria il sistema didattico
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non avrebbe motivo di esistere. Lo schema che rappresenta
questo stato iniziale & il seguente:

S

STATO FINALE: stato non didattico

Si puo definire stato non didattico uno stato nel quale
l’alunno & solo e risolve un problema che non gli e stato
sottoposto ai fini dell’insegnamento: la relazione
dell’allievo con il sapere é indipendente dalla relazione
con il sapere del maestro.

Lo stato finale del sistema didattico & proprio uno stato
non didattico; in esso 1l’insegnante & assente e l’alunno
intrattiene una relazione adeguata con il sapere. Lo schema
che traduce lo stato non didattico & il seguente:

S

N

(1) A

Si e dunque messo in evidenza che nel sistema didattico
l’insegnante si distingue dall’alunno in quanto si suppone
che egli “sappia” e sia anche in grado di fare in modo che
l’alunno apprenda. Inoltre il sistema didattico ha, come
caratteristica particolare, quella di dover scomparire. Se
l’insegnante riesce ad assolvere il suo compito, deve
potersi ritirare e 1l’'alunno deve essere in grado di
mantenere la sua relazione con il sapere anche quando
1’insegnante non sia presente.

2.1 IL SAPERE

Il termine “sapere” €& molto generico ed interrogarsi sul
suo significato conduce al di fuori del sistema didattico
in senso stretto.

Yves Chevallard (1985) distingue a questo proposito tre
tipi di sapere:

* sapere sapiente (oggetto di sapere);

* sapere da insegnare (oggetto da insegnare);

* sapere insegnato (oggetto di insegnamento).

Presentiamo qui, in modo schematico, il processo generale
di trasformazione che permette di passare dal sapere
sapiente al sapere insegnato. Tale processo €& stato
denominato “trasposizione didattica” da Chevallard che per
primo ne ha fatto l’analisi in didattica.



“La trasposizione didattica in senso lato & rappresentata
dallo schema:

--> oggetto di sapere --> oggetto da insegnare --> oggetto
di insegnamento

nel quale il primo anello della catena segna il passaggio
dall’implicito all’esplicito, dalla pratica alla teoria,
dal precostruito al costruito.” (Chevallard, 1985)

Primo anello della catena: --> sapere sapiente

Gli oggetti che costituiscono il sapere matematico sono

prodotti dalla comunita matematica.

L’attivita scientifica & una attivita umana che, come tale,

si colloca in una storia personale, quella del ricercatore.

Durante la fase di costruzione del sapere l’attivita del

ricercatore €& personalizzata poiché & 1lui stesso a

scegliere il problema del quale occuparsi, gli strumenti

concettuali e la strada da adottare nella sua ricerca.

Nell’elaborare le sue riflessioni egli pud commettere

errori, puo avere dei ripensamenti e le dimostrazioni da

lui ottenute possono essere diverse da quelle desiderate o

previste. Risultano anche personali le motivazioni che

hanno condotto il ricercatore a questo suo lavoro che, in
genere, riguarda un problema specifico: percid questa
attivita assume anche un carattere contestualizzato.

Il ricercatore, dunque, elabora delle conoscenze, di cui

alcune gli appaiono sufficientemente nuove ed interessanti

per essere comunicate alla comunita matematica. Egli da
allora a tali conoscenze la forma pil generale possibile,
secondo le regole di comunicazione vigenti nella comunita
scientifica culi appartiene. Questa fase rappresenta un

momento molto importante nella attivita matematica: e il

momento della comunicazione del sapere.

“Un ricercatore, per comunicare agli altri ricercatori cio

che pensa di aver trovato, lo trasforma:

- elimina prima di tutto cio che si potrebbe chiamare
“]l'infanzia” della sua ricerca: 1le riflessioni inutili,
gli errori, gli itinerari tortuosi, troppo 1lunghi, che
portano perfino a dei vicoli ciechi. Sopprime ugualmente
tutto cio che attiene all’ordine delle motivazioni
personali o a quello del suo punto di vista sul basamento
ideologico della scienza. Noi designeremo 1’insieme di
queste soppressioni con il termine di
“depersonalizzazione”;

- egli sopprime successivamente la storia anteriore
(tentennamenti, false piste, ..) che lo ha condotto a tale
ricerca, la distacca eventualmente dal problema
particolare che voleva risolvere e cerca il contesto piu
generale nel quale il risultato & vero. E’ cio che noi
chiameremo con il termine di *“decontestualizzazione”.”
(G. Arsac, 1989)

La descrizione del processo attraverso il quale il
ricercatore in matematica arriva a comunicare una scoperta
ai suoi colleghi, serve qui per capire alcune
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caratteristiche dell’oggetto di sapere cosl come dquesto
appare nei testi dell’istituzione produttrice: & ovvio pero
che non si pud ridurre a cido la descrizione del 1lungo
processo storico che ha condotto ai vari oggetti del sapere
matematico.

La depersonalizzazione e la decontestualizzazione sono due
caratteristiche dell’oggetto di sapere, cosl come dquesto
appare culturalmente, e si pud dire che esse abbiano sia un
effetto positivo che un effetto negativo sul processo
successivo di trasposizione didattica.

L'effetto positivo & quello di rendere il sapere pubblico,
dunque utilizzabile e verificabile da chiunque, almeno da
tutti i membri di una stessa comunita scientifica.
L'effetto negativo e quello di far scomparire parzialmente
o totalmente il contesto della ricerca e della scoperta,
che diventano quindi misteriose e private di senso. Questa
perdita di senso non riguarda i ricercatori contemporanei o
dello stesso settore dell’autore della pubblicazione, in
quanto essi conoscono il retroterra del lavoro e la
posizione esatta della scoperta nell’ambito dei problemi a
loro familiari, poiché essi hanno accesso ad altri livelli
di comunicazione.

Secondo anello della catena:

sapere sapiente --> sapere da insegnare

Si potrebbe ritenere che 1’insegnante sia in grado di
trasformare direttamente, di sua iniziativa, un sapere
“sapiente” in oggetto di insegnamento. In realta, esiste un
lavoro, essenziale, che precede quello dell’insegnante, nel
quale quest’ultimo non ha influenza diretta in quanto solo
insegnante (pud averne in quanto membro della societa dei
professori di matematica, o di un sindacato, etc.).

Il sistema di insegnamento deve essere considerato come un
sistema aperto, cioé avente interazione con 1l’ambiente
sociale (in particolare con le famiglie e 1le comunita
scientifiche) ed il suo funzionamento deve essere
compatibile con questo ambiente sociale.

Yves Chevallard ha utilizzato il termine *“noosfera” per
designare l’'insieme dei luoghi e delle istanze dove
avvengono gli scambi tra il sistema di insegnamento ed il
suo ambiente (rappresentato ad esempio da associazioni di
specialisti e da commissioni di riflessione
sull’insegnamento).

“Nella noosfera dunque, i rappresentanti del sistema di
insegnamento, comandati o no (dal presidente di una
associazione di insegnanti al semplice professore
militante) incontrano, direttamente o no, i1 rappresentanti
della societa (i genitori degli alunni, gli specialisti
della disciplina che militano intorno al suo insegnamento,
gli emissari degli organi politici, etc.). Il problema
primario che deve essere risolto affinche il sistema di



insegnamento esista, cioé affinché 1l’insegnamento sia
possibile, e quello della compatibilita del sistema con il
suo ambiente”. (Y. Chevallard, 1985)

La noosfera deve sostenere costantemente la matematica in
quanto disciplina, deve difendere e giustificare il suo
ruolo all’interno dell’insegnamento, soprattutto quando se
ne contestano 1 contenuti. In effetti, nella societa non
esiste nessuna istituzione che corrisponda alla noosfera;
tuttavia visto che la trasposizione si verifica, sembra
plausibile 1l’'ammissione della sua esistenza all’interno
della nostra teoria.

Particolare e fondamentale compito della noosfera e quello
di effettuare, nella trasposizione didattica, il passaggio
dal sapere sapiente al sapere da insegnare.

Un doppio vincolo pesa sulla noosfera gquando essa deve
indicare un sapere come sapere da insegnare:

“da una parte il sapere insegnato deve essere visto dai
“sapienti” stessi come sufficientemente vicino al sapere
sapiente.., d'altra parte il sapere insegnato deve apparire
come sufficientemente lontano dal sapere dei “genitori”,
cioe dal sapere banalizzato dalla societa (e banalizzato
soprattutto dalla scuola).” (Y. Chevallard, 1985)

La noosfera assolve il suo compito mediante una operazione
di cambiamento di programmi, proponendo una parte di sapere
proveniente dal sapere sapiente: in tal modo diminuisce la
distanza tra il sapere da insegnare ed il sapere sapiente e
ristabilisce la distanza con il sapere banalizzato.

I1 sapere da insegnare non si colloca solo nei testi dei
programmi; un testo di programma deve infatti essere
interpretato. Il sapere da insegnare €& dunque dgquello che
l’insegnante trova interpretato sui libri di testo e nelle
abitudini che si consolidano nel tempo. Chevallard parla in
questo senso globale del “testo del sapere”, sottolineando
che questo testo non €& interamente scritto da nessuna
parte.

A questo punto merita attenzione un fenomeno che spesso
influenza 1la trasposizione didattica nel passaggio da
sapere sapiente a sapere da insegnare: si tratta del
“processo di elementarizzazione” (Prodi, 1982) del sapere
sapiente, nel quale l’insegnante in quanto tale pud avere
un ruolo determinante attraverso la sperimentazione di un
sapere sapiente che non e ancora diventato sapere da
insegnare.

Questo processo, che rende piu elementari certe concezioni
o teorie che in quel momento sono proprie solo dei
ricercatori, €& di solito attuato da insegnanti in
collegamento a gruppi di ricerca didattica e il suo
sviluppo puo anche richiedere un arco di tempo abbastanza
lungo. In passato tale processo ha ricoperto un ruolo
importante per cio che riguarda il calcolo infinitesimale,
la geometria analitica, le trasformazioni geometriche,
l’informatica, la probabilita e la statistica, argomenti
che fino a qualche tempo fa segnavano il distacco tra la
matematica universitaria e quella preuniversitaria.
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Terzo anello della catena:

sapere da insegnare --> sapere insegnato

A questo livello interviene 1'insegnante. Dal punto di
vista della didattica, c¢id0 che accomuna insegnante ed
alunno & la relazione con il sapere, ma i progetti dell’uno
e dell’altro nei confronti di questo sapere sono diversi
perché sono differenti 1le loro posizioni nel sistema
didattico.

Per precisare e strutturare tali posizioni si parla di
contratto didattico. Si puo definire il contratto didattico

come “l’'insieme delle relazioni <che determinano -
esplicitamente in piccola parte, ma soprattutto
implicitamente - c¢i0 che ciascun partner, l’insegnante e

l’insegnato, ha la responsabilita di amministrare e di cui
sara, in un modo o nell’altro, responsabile davanti
all’altro. Questo sistema di obblighi reciproci assomiglia
ad un contratto. Cio che ci interessa qui e il contratto
didattico, cioé la parte del contratto che & specifica del
“contenuto”: la conoscenza a cui si mira”. (G. Brousseau,
1986) .

Sul concetto di contratto didattico si tornera piu in
dettaglio nel Capitolo 5, nell’ambito della teoria delle
situazioni didattiche.

2.2 L'INSEGNANTE

Mentre per descrivere 1 passaggi dal sapere sapiente al
sapere insegnato non occorre precisare il modello di
insegnamento - apprendimento cui si fa riferimento, cid non
risulta piu possibile quando si passa ad esaminare le
figure di insegnante ed alunno: & chiaro infatti che 1la
descrizione dei 1loro ruoli non pud prescindere da un
modello di riferimento. In cid che segue assumeremo dungue
un modello costruttivista, nel senso che sara precisato in
dettaglio a partire dal Capitolo 3, cioé un modello
alternativo a quello tradizionale (descritto nel Capitolo
2).

L’insegnante interviene, come si & gia detto, soprattutto
nel passaggio da sapere da insegnare a sapere insegnato.
“L’'insegnante non ha come missione quella di ottenere degli
alunni che apprendono, ma piuttosto quella di fare in modo
che essi possano apprendere. Egli ha come compito non la
presa in carico dell’apprendimento (che rimane fuori dal
suo potere) ma la presa in carico della creazione delle
condizioni di possibilita dell’apprendimento”. (Chevallard,
1986)

I ruoli principali dell’insegnante sono caratterizzati dal
processo di devoluzione e dal processo di
istituzionalizzazione.



Devoluzione

In questa fase l’insegnante deve trasferire all’allievo la
responsabilita di risolvere un problema e deve fare in modo
che 1’allievo decida di assumersi tale responsabilita.
L’'insegnante, inizialmente, svolge un lavoro inverso
rispetto a quello del ricercatore: egli, infatti, cerca di
ricontestualizzare e  ripersonalizzare il sapere da
insegnare; inoltre propone dei problemi che diano senso
alle conoscenze da insegnare, in modo che 1l’attivita
dell’alunno possa assomigliare a quella del ricercatore. La
modalita con cui si arriva alla conoscenza per 1l’alunno,
deve avvicinarsi a quella con cui si arriva alla conoscenza
nel sapere di riferimento, nel nostro caso la matematica.

Istituzionalizzazione

Nella fase di istituzionalizzazione 1l’'insegnante riprende
la sua posizione rispetto al sapere, riconoscendo la
correttezza (adeguatezza) del prodotto degli alunni.

Anche se la fase di devoluzione ha funzionato nel migliore
dei modi, nel momento in cui 1l’alunno ha trovato le
soluzioni ai problemi posti, egli non sa che ha prodotto
una conoscenza adeguata, da poter wutilizzare in altre
situazioni.

Per trasformare le risposte e le conoscenze degli alunni in
sapere, gli stessi, con 1l’aiuto dell’insegnante, devono
poter ridecontestualizzare e ridepersonalizzare la
conoscenza che essi hanno prodotto, per poter riconoscere,
nel loro 1lavoro, qualche cosa dotato di wun carattere
universale, un sapere culturale riutilizzabile in altre
situazioni.

2.3 L'ALUNNO

Lo scopo dell’alunno & quello di apprendere; cid0 non va
inteso, pero, come un semplice trasferimento di
informazioni provenienti dall’insegnante verso 1l’alunno
stesso. Si e detto che il lavoro intellettuale dell’alunno
deve essere paragonabile, in un certo senso, all’attivita
scientifica del ricercatore.

“Conoscere la matematica non significa solamente apprendere
delle definizioni e dei teoremi, per riconoscere
l’occasione di utilizzarli e di applicarli; sappiamo bene
che fare della matematica implica che ci si occupi di
problemi. Non si fa della matematica se non occupandosi di
problemi, ma ci si dimentica a volte che risolvere un
problema & solo una parte del lavoro; trovare delle buone
questioni e importante tanto quanto trovare delle
soluzioni. Una buona riproduzione di un’attivita
scientifica da parte dell’allievo esige che si tratti, che
si formuli, che si provi, che si costruiscano dei modelli,
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dei 1linguaggi, dei concetti, delle teorie, che egli 1i
scambi con altri, che riconosca quelli che sono conformi
alla cultura, che egli prenda a prestito quelli che gli
sono utili, etc. . Per rendere possibile una tale attivita,
il professore deve dunque immaginare e proporre agli
allievi delle situazioni che essi possano vivere e nelle
quali le conoscenze appaiano come la soluzione ottimale che
si puod scoprire attraverso i problemi posti”. ( Brousseau,
1986)

La comprensione della situazione didattica ed in
particolare dell’apprendimento dell’alunno, necessita del
completamento del triangolo sapere — insegnante — alunno
con un quarto elemento: 1l’ambiente, che in tutti i modelli
costruttivisti €& interpretato come sistema antagonista
dell’alunno nella situazione didattica.

A proposito dell’apprendimento si possono formulare le due
seguenti ipotesi:

1) 1l’apprendimento avviene per adattamento, come si pud
dedurre dalla teoria di Piaget: 1l soggetto apprende
adattandosi (assimilazione — accomodamento) ad un ambiente
che risulta produttore di contraddizioni, di difficolta e
di squilibri;

2) un ambiente senza intenzioni didattiche (cioé non
volontariamente organizzato per insegnare un sapere) e
insufficiente ad indurre, in un soggetto, la conoscenza che
si auspica egli acquisisca.

L’'insegnante deve dunque provocare negli alunni gli
“adattamenti” desiderati attraverso una scelta adeguata di
situazioni da proporre loro.

Si puo dire che il “senso” di una conoscenza, per l’alunno,
derivi essenzialmente dalle situazioni nelle quali quella
stessa conoscenza interviene, o & intervenuta, come
l’adattamento piu opportuno.

Le due ipotesi citate saranno riprese e commentate piu in
dettaglio nel seguito (Capitolo 5), quando si descrivera la
teoria delle situazioni didattiche, tuttavia qui sono
importanti perché precisano meglio la posizione dell’alunno
all’interno della sistema didattico.



CAPITOLO 2

IL MODELLO DELLA TRASMISSIONE
DELLA CONOSCENZA (EMPIRISMO)

1. INTRODUZIONE

Secondo il modello tradizionale, una lezione di matematica
si sviluppa solitamente attraverso le seguenti fasi: la
correzione dei compiti assegnati i giorni precedenti, la
risoluzione da parte dell’insegnante o di uno studente dei
problemi pilu complessi, la spiegazione data dall’insegnante
di una parte nuova di programma e lo svolgimento di
esercizi sul nuovo argomento. Una tale pratica didattica
risulta ragionevole se si condividono le seguenti ipotesi:

1. una concezione logico — positivista della conoscenza
matematica, intesa come un corpo di argomenti e di
tecniche precise, strutturate in modo gerarchico ed
esistenti al di fuori di ogni contesto, che pud essere
trasmesso dagli insegnanti agli studenti poco alla
volta: si tratta di una epistemologia oggettivista,
secondo cui la vera conoscenza delle cose del mondo &
possibile e la certezza in matematica e raggiungibile;

2. una concezione behavioristica dell’apprendimento,
ovvero l'apprendimento come accumulo continuo di
informazioni e di tecniche apprese attraverso
l’ascolto, 1l’osservazione, la memorizzazione e la
pratica: dunque la conoscenza, che & precostituita, e
solo da ricevere da parte del discente. Si tratta di
una visione passivo — ricettiva dell’apprendimento,
che ascrive gli errori ed i misconcetti degli studenti
ad una memorizzazione difettosa oppure ad applicazioni
distratte;

3. una concezione dell’insegnamento come trasmissione
diretta della conoscenza da parte dell’insegnante:
l'efficacia & tanto piu elevata quanto piu chiare sono
le spiegazioni date allo studente e quanto piu
attentamente egli le ascolta, le memorizza e si
esercita.

Secondo la teoria empirista, la conoscenza sarebbe dunque
indotta dal reale grazie alla percezione che ne ha 1lo

studente. Nello schema empirista il motore
dell’apprendimento €& la percezione: 1’'insegnante deve
rendere percettibile, sensibile, il sapere, deve mostrare
il sapere. In questa concezione dell’insegnamento,

l’allievo & il ricevitore — registratore della “mostra” del
sapere realizzata dall’insegnante. La genesi della
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conoscenza non €& essenziale e lo stato piu recente di essa
prende il passo sugli stati anteriori.

A proposito di tale teoria, Piaget dichiara che e facile
dimostrare, grazie ai metodi sperimentali della psicologia,
che la genesi e lo sviluppo della conoscenza non si
conformano allo schema empirista: questo costituisce uno
dei risultati piu chiari delle sue ricerche sulla
formazione della conoscenza nel bambino.

Un qualsiasi progetto che intenda insegnare la matematica
in modo diverso da quello attuato fino ad oggi nella
maggior parte delle scuole, esige una discussione ed una

revisione delle concezioni appena esposte, che
costituiscono il fondamento del paradigma della
trasmissione.

2. LE CRITICHE AL MODELLO DI INSEGNAMENTO
FONDATO SULLA TRASMISSIONE

Numerosi studi sul modo di insegnare a scuola le varie
discipline, anche diverse dalla matematica, sono concordi
nel ritenere che 1le attuali concezioni del modello di
trasmissione riguardanti la conoscenza, 1l’insegnamento e
1l’apprendimento non possano pil essere sostenute.

Una prima critica e di tipo essenzialmente economico: il
mondo in cui viviamo ha subito tanti e tali cambiamenti che
non & piu richiesto agli studenti di acquisire solo alcuni
concetti fondamentali e di sviluppare, come un tempo,
l’abilita di calcolo. La sfera del lavoro pretende oggi
persone in grado di assimilare nuove idee, di adattarsi ai
cambiamenti delle situazioni, di cogliere le strutture e
risolvere problemi non convenzionali, vale a dire persone
che riescano a ricoprire il ruolo di ricercatore.

Un secondo tipo di critica al modello di insegnamento come
trasmissione, si pone obiettivi piu ampi della prima
critica e deriva dal lavoro di filosofi che hanno studiato
la questione essenziale di come l’uomo arrivi a conoscere
il mondo. Una prospettiva semiotica della conoscenza, a
partire dagli scritti del pragmatista americano Pierce
(1839-1914), critica l’'ipotesi che 1la conoscenza assoluta
sia realizzabile: ogni conoscenza avviene in modo
indiretto, in quanto noi conosciamo il mondo solo
attraverso segni e, dal momento che questi devono essere
interpretati da altri segni, non possediamo alcuna garanzia
che 1la nostra conoscenza sia assoluta. Dunque Pierce
sostiene che la conoscenza non pud essere stabile e certa e
propone la tesi di una conoscenza intesa come processo di
ricerca motivato da incertezza, sempre esposta al dubbio.
Questa posizione non & pero scettica; egli, infatti,
sostiene che non potremmo vivere ogni giorno con il dubbio
e quindi non dobbiamo continuamente dubitare di cid che
accettiamo come stabile. Allo stesso tempo, dobbiamo
riconoscere la contingenza di questa stabilita ed essere



pronti a rivedere o rifiutare gquelle conoscenze che si
dimostrano false.

La metafora che Pierce utilizza per esprimere questa sua
concezione & che la conoscenza sia come camminare in una
palude: “Noi non abbiamo mai un terreno roccioso sotto i
piedi; camminiamo su una palude e possiamo essere sicuri
che la palude e sufficientemente solida per sostenerci
momentaneamente. Questa non €& solo l’unica certezza che
possiamo realizzare, ma € anche tutta la certezza che
possiamo desiderare in quanto & proprio questo terreno cosi
molle che ci spinge ad andare avanti.. Solo il dubbio e
l’incertezza possono motivarci a cercare nuova conoscenza.”
In modo analogo, le analisi condotte da Kuhn (1970), da
Lakatos (1976) e da Kline (1980) su alcuni eventi centrali
della storia della scienza illustrano come anche 1la
matematica non possa essere considerata 1la “disciplina
della certezza” ma, piuttosto, un prodotto dell’attivita
umana. Questi studiosi affermano, partendo da esempi
storici, che la crescita della conoscenza scientifica non e
un processo cumulativo, nel quale, gradualmente, si
scoprono dei fatti che si accumulano col tempo, ma & piu
simile ad un susseguirsi di rivoluzioni in cui la
concezione del mondo viene rimpiazzata da una teoria piu
potente 1in grado di rendere <conto di anomalie che
precedentemente non si riusciva a spiegare.

Le teorie costruttiviste, a partire da quella radicale,
sostengono una concezione analoga, affermando che ogni
conoscenza viene costruita e dunque & fallibile.

Il rifiuto di wuna conoscenza assoluta implica che il
concetto di “verita matematica” si debba riconsiderare:
essa € da intendersi come un prodotto di negoziazione
all’interno di una comunita di persone che conoscono il
problema o ne stanno facendo oggetto di ricerca. Il ruolo
della comunita nella costruzione della conoscenza € un tema
importante per il <costruttivismo che considera ogni
disciplina come un’opera collettiva, costituita da un
insieme condiviso di norme, di valori, di convinzioni e di
pratiche.

Mentre i filosofi della scienza hanno concettualizzato il
processo della conoscenza come un continuo processo di
ricerca ed i sociologi, assieme agli antropologi, hanno
dimostrato come gquesto processo si realizzi nella vita
quotidiana, gli psicologi hanno concentrato la 1loro
attenzione sulla conoscenza del singolo individuo ed in
questo modo hanno inferto la terza critica dell’ipotesi
dell’apprendimento basata sul modello behavioristico.

Ispirandosi al modello dello sviluppo cognitivo di Piaget
(da lui esposto a partire dal 1936 ed ampiamente
dettagliato in numerose situazioni sperimentali fino agli
anni settanta), che pone in primo piano come il ragazzo
costruisca concetti e strutture attraverso 1l’interazione
con il suo ambiente, diversi ricercatori, in riferimento
all’apprendimento della matematica, hanno mostrato che, se
si wvuole realizzare un apprendimento significativo, 1lo
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studente deve costruire in modo attivo wuna personale
comprensione dei concetti e delle tecniche matematiche.

E tuttavia importante rendersi conto che questa concezione
di apprendimento non porta necessariamente alla concezione
dei costruttivisti sulla conoscenza, di cui si & accennato,
ma potrebbe, invece, essere compatibile con altri approcci
didattici come il “discovery learning” (apprendimento per
scoperta) il quale ammette implicitamente che la conoscenza
matematica che si deve acquisire sia prestabilita ed
indiscussa, anche se richiede di essere costruita
personalmente dal singolo allievo affinché venga appresa.
Il costruttivismo radicale sostiene invece che sia il
processo della conoscenza sia l’oggetto di questa vengano
costruiti personalmente attraverso l’esperienza e ritiene
che il significato della conoscenza sia da considerare
circoscritto a quella esperienza, vissuta all’interno di
una data comunita di individui.

Come appare chiaramente da quanto & stato esposto, si sono
sviluppate numerose correnti di pensiero, a 1livello di
psicologia dell’apprendimento, per contrastare il modello

della trasmissione della conoscenza. Nei Capitoli
successivi si esamineranno, piu in dettaglio, alcuni di
questi modelli alternativi, tutti di matrice
costruttivista.

3. LA FASE DI VALUTAZIONE: UN MOMENTO TIPICO
DELL ' INSEGNAMENTO BASATO SULL'EMPIRISMO

La fase di valutazione e una delle modalita secondo cui pud
essere svolta la fase di conclusione del lavoro compiuto da
un alunno o da un gruppo di alunni: durante questa fase si
accede all’informazione sulla validita del proprio lavoro,
informazione che & espressa dall’insegnante sotto forma di
giudizio definitivo.

Nella concezione empiristica dell’insegnamento,
l’'insegnante & sempre in relazione pubblica con il sapere,
perché cosi 1l’allievo pud cercare di rassomigliare
all’insegnante, e ci0 costituisce 1'’apprendimento. La fase
di conclusione & dunque organizzata come fase di
valutazione se 1in essa l’insegnante €& un personaggio
pubblico, cioé si esprime esplicitamente sul sapere in
gioco.

Questo momento potrebbe essere pubblico per un solo
allievo, relativamente alla sua risposta, ma, per ragioni
di economia, 1l’insegnante tende a realizzare la fase di
valutazione pubblicamente per 1l’intera classe. Sempre per
ragioni di economia, egli ha interesse ad esporre la sua
soluzione (o quella di un allievo che & riuscito), perché,
da una parte €& la sola maniera di valutare tutte le
risposte date dagli allievi e, d’altra parte, questa nuova
dimostrazione pud® andare a costituire parte del sapere che
vuole trasmettere. In particolare questa fase di



valutazione gli permette di mostrare i criteri di validita
che egli intende vedere utilizzati.
Qual e lo stato prevedibile del sistema didattico durante
la fase di valutazione?
Durante la fase di valutazione, il lavoro dell’insegnante e
dunque pubblico, le sue relazioni al problema ed al sapere
sono pubbliche. Il fatto & che la relazione dell’allievo
con 11 sapere, durante la fase di valutazione, non é
vincolata dalla situazione.
Si possono distinguere quattro possibili situazioni
differenti, che caratterizzano le possibili situazioni per
1’alunno.
Nel primo caso l’allievo intrattiene una relazione privata
con il sapere.

S
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In effetti, 1l’allievo pud leggere il discorso pubblico
dell’insegnante stabilendo da sé una relazione privata con
il problema e con il sapere in gioco: dquesto €& cio che
l’insegnante spera. In questo caso, l’allievo interpretera
il discorso dell’insegnante durante la fase di valutazione
come un discorso relativo al sapere. L’allievo puo farsi
carico di questo discorso come un ragionamento che potrebbe
tenere 1lui stesso, quando avra ben capito 1le nozioni
matematiche in gioco nel ragionamento: egli legge il
discorso dell’insegnante come un allievo - matematico. In
questo caso, se egli avra commesso un errore, cerchera di
capire le ragioni matematiche che fanno si che il suo
risultato sia falso.

Nel secondo caso c’ée una relazione privata dell’allievo con
l’insegnante visto come rappresentante dell’istituzione
scolastica.

I A

In effetti, 1l’allievo pud0 leggere il discorso pubblico
dell’insegnante come quello di un membro dell’istituzione
scolastica particolarmente potente, senza che la
valutazione sia collegata al sapere matematico, ma al
potere istituzionale. E 1’insegnante che ha ragione, perché
ha il potere. In questo caso il discorso dell’insegnante
durante la fase di valutazione é& letto dall’allievo senza
alcun rapporto con il sapere e con la verita matematica. Se
l'allievo avra commesso un errore, si sentira in minoranza
rispetto all’istituzione.
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Nel terzo caso <c’é ancora una relazione privata
dell’allievo con 1l'’insegnante visto, gquesta volta, come

persona.

I A

S

In effetti, l'allievo puo leggere il discorso
dell’insegnante come indirizzato a lui personalmente. Egli
sentira il discorso come un rifiuto o un’accettazione della
sua personalita.

Anche in questo caso il discorso dell’insegnante, durante
la fase di valutazione, & letto senza alcun rapporto con il
sapere.

Se l’allievo avra commesso un errore, si sentira rifiutato
personalmente dall’insegnante <che non accetta il suo
risultato. Il suo risultato sara “cattivo” (in opposizione
a falso).

Nell’ultimo caso c’e una relazione privata dell’allievo con
sé stesso. In effetti, l’allievo pud anche non ascoltare il
discorso dell’insegnante, poiché il suo lavoro pubblico e
finito, quello dell’insegnante comincia e questo & tutto.

S
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In conclusione, la relazione dell’allievo con il sapere,
durante la fase di valutazione, non & vincolata dalla
situazione didattica ma dipende da cido che, nell’allievo, e
esterno a dquesto sistema, come ad esempio la sua
personalita, la sua motivazione, la sua storia o il suo
contesto socio — culturale.

4. RIUSCITA DELL’'INSEGNAMENTO BASATO SULL'EMPIRISMO

In questo paragrafo vogliamo provare a rispondere ad una
domanda importante e paradossale. In effetti, se il sistema
di insegnamento ha delle disfunzioni su una gran parte di
punti, non & possibile negare, tuttavia, che ha permesso,
sino ad oggi, una trasmissione del sapere. Come & possibile
cio?

Nell'’insegnamento tradizionale l’'insegnante & quasi sempre
un personaggio pubblico e quindi non da sistematicamente
l’occasione all’allievo di costruirsi (mediante, in
particolare, un’interazione con 1l’ambiente) una
rappresentazione del sapere. Quello che fa 1’insegnante &
allora di dare l’occasione all’allievo di operare questa



costruzione ma senza che questa sia determinata da vincoli
didattici.

Come abbiamo detto prima, in particolare nella fase di
valutazione, l’allievo puo interpretare il discorso
dell’insegnante come un ragionamento matematico ma pud
anche interpretarlo in modi molto diversi.

Possiamo dire che cio che 1l’insegnante si aspetta €& che
l’allievo continui a prendere in considerazione il problema
e realizzi interiormente una fase di validazione,
aiutandosi con criteri di validita forniti dall’insegnante.
Poiché ha un carattere privato e non necessario all’interno
della situazione esaminata, il lavoro atteso da parte
dell’allievo e dunque interamente a suo carico.

Proponendo molteplici presentazioni dello stesso problema e
realizzando davanti all’allievo un lavoro interpretativo,
l’insegnante da 1l’occasione all’alunno di costruirsi un
ventaglio di problemi significativi. L’insegnante da cosi
la possibilita all’allievo di ricostruire un significato di
tipo privato.

Se l'allievo effettua da solo un “va — e — vieni” tra le
domande e le validazioni di <gqueste domande, dquesta
costruzione privata di una dialettica tra anticipazione e
validazione gli permette di apprendere e dunque di trarre
profitto dalla presentazione del sapere. Ecco dunque che
risulta chiaro come possa comunque realizzarsi la
trasmissione della conoscenza: tale trasmissione si
realizza se 1l’alunno decide di farsi carico di gquesto
processo.

Il problema posto dall’insegnamento basato sull’empirismo é&
che nessuna garanzia a priori puO essere assunta da questo
metodo, per cid® che concerne 1l’'apprendimento. Per avere
garanzie a priori, bisogna disporre di una teoria e tale
teoria non pud essere basata sull’empirismo. In una
prospettiva costruttivista le scelte didattiche sono basate
sulla “messa in situazione” e sulla ricerca di vincoli che
garantiscano la costruzione del sapere da parte
dell’alunno.

L’'insegnamento basato sull’empirismo non garantisce dunque
a priori un apprendimento per tutti.
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CAPITOLO 3

I MODELLI COSTRUTTIVISTI
IL COSTRUTTIVISMO RADICALE

1. INTRODUZIONE

Il costruttivismo radicale, nato con Piaget ed anticipato
da Vico, nella sua moderna forma & stato completamente
elaborato in termini epistemologici da Ernest Von
Glasersfeld. In termini metodologici, invece, il suo
sviluppo & dovuto a numerosi ricercatori, che ancora oggi
stanno lavorando su questa tematica.

Von Glasersfeld si e dedicato allo studio dello sviluppo
della teoria costruttivista della conoscenza, con lo scopo
di ottenere indicazioni per 1l’'insegnamento della matematica
o delle scienze in generale. Il punto di partenza di questo
ricercatore e il 1lavoro che Piaget ha condotto sulle
strutture logiche secondo le quali il bambino in crescita
organizza il mondo che poco alla volta sperimenta.

Egli considera il costruttivismo come *“postepistemologico”
nel senso che la teoria costruttivista sulla struttura e
sull’acquisizione della conoscenza costituisce una rottura
rispetto alla tradizione epistemologica in filosofia.

Il costruttivismo radicale di Von Glasersfeld insiste sulla
separazione tra conoscenza sperimentale e conoscenza
metafisica, ma si occupa principalmente della costruzione
concettuale della prima, con l’obiettivo di migliorare il
rapporto tra studenti e insegnanti e tra gli stessi
studenti.

Dalla prospettiva costruttivista emerge, come & stato
sottolineato da Piaget, che la conoscenza & un’attivita di
adattamento, vale a dire una sorta di compendio di concetti
e di azioni che 1l’individuo costituisce per riuscire a
realizzare gli scopi che ha nella mente.

La realta oggettiva relativamente a cui si parla di
adattamento non €& comunque accessibile alla cognizione
umana, per quanto possa essere adatto l’essere che conosce:
questa realta rimane al di 1la delle sue azioni o
concettualizzazioni. Ne deriva che il concetto usuale di
verita, come corretta rappresentazione delle condizioni o
degli eventi del mondo esterno, viene sostituito dalla
nozione di adeguatezza, che elimina il principio secondo
cui ci sarebbe un’unica definitiva verita che descrive il
mondo. Una qgualunque descrizione e relativa
all’osservatore, dipende in gran parte dalla sua esperienza
passata. C'é sempre piu di un modo per risolvere un
problema o per raggiungere un obiettivo: la preferenza per
un particolare modo di procedere, piuttosto che per un
altro, non pud essere fatta solo sulla base della
correttezza, ma si devono considerare altri fattori quali
la velocita, l’economia, la consuetudine, l’eleganza, etc.



Le idee espresse sono analizzate in dettaglio nei paragrafi
che seguono, nella direzione di alcuni generali
suggerimenti per 1l’insegnamento.

2. L’'INFLUENZA DEL COMPORTAMENTISMO SULL'INSEGNAMENTO

Von Glasersfeld sottolinea che per decenni ha dominato
indiscussamente la teoria behavorista (comportamentista) e
cio ha influenzato negativamente gli insegnanti. I
comportamentisti sono riusciti ad eliminare la distinzione
tra addestramento, che si attua attraverso l’esecuzione di
particolari compiti e 1’'insegnamento, che aspira invece
alla comprensione.

Nell'’'approccio behavorista si supponeva che gli insegnanti
“rinforzassero” la risposta corretta dell’alunno mediante
una “ricompensa”. Questo metodo puo aumentare le
probabilita di ottenere una risposta positiva in
particolari situazioni, ma per «ci0 <che riguarda 1la
comprensione non serve assolutamente a nulla. Ricompensare
l’alunno per il modo in cui risponde non chiarisce il
perché dovrebbe essere perseguito quel particolare
comportamento e pertanto €& improbabile che si induca 1la
curiosita per il sapere. Dunque tale metodo, anche gquando
riesce a condurre lo studente a fare la scelta “corretta”,
non considera il fatto che la comprensione dei significati

nel risolvere problemi e molto piu importante
dell’apprendimento di soluzioni particolari.
Questa teoria dell’apprendimento ha avuto dungque

conseguenze negative per quanto riguarda l’educazione: si e
focalizzata 1l’attenzione sull’addestramento dei ragazzi
piuttosto che sullo sforzo di far 1loro comprendere le
ragioni per cui ci si deve comportare in un dato modo.
Numerose ricerche hanno messo in evidenza come molti
studenti, addestrati a dare le risposte “corrette” ai
problemi proposti, dimostravano di non aver compreso le
relazioni concettuali nel momento in cui veniva 1loro
richiesto di risolvere problemi posti in forma diversa
rispetto a quella a cui erano stati abituati.

Per risolvere un problema in modo intelligente, 1’alunno
deve considerare quel problema come suo, come un ostacolo
che Dblocca 1la possibilita di raggiungere 1l’'obiettivo
prefissato. L’'avere esaminato e trovato la maniera per
conseguire lo scopo, da molta piu soddisfazione dell’avere
dato la risposta corretta. Una volta risolto il problema,
lo studente pud cercare una soluzione piut comoda, piu
adeguata, meno dispendiosa, e, a questo punto, pud essere
molto importante l’azione dell’insegnante nell’orientare i
ragazzi su altre strade da percorrere.

La risoluzione dei problemi richiede non solo 1la
comprensione dei concetti ma anche la comprensione delle
relazioni tra essi esistenti; infatti solo quegli studenti
che riescono a raggiungere questa consapevolezza possiedono
una capacita intellettiva in grado di affrontare nuovi
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problemi. I concetti non possono essere trasferiti
dall’insegnante agli alunni; essi devono nascere nelle
menti degli studenti.

I1 costruttivismo ha tentato di introdurre wuna nuova
concezione della struttura e dell’acquisizione della
conoscenza e tutto questo si traduce in una nuova
epistemologia.

L'obiettivo di un approccio costruttivista allo sviluppo
concettuale €& quello di contribuire a migliorare il
rapporto tra insegnante e studente e tra gli studenti
stessi.

3. IL CONCETTO DI CONOSCENZA COME ADATTAMENTO

L’'idea di distinguere in modo netto la conoscenza razionale
o scientifica (derivata dall’esperienza) da quella
metafisica e un principio fondamentale che il
costruttivismo ha ereditato da Vico, considerato come colui
che produsse il primo manifesto costruttivista (1710).

Per Von Glasersfeld chiunque affermi di possedere una
conoscenza che rappresenti il mondo oggettivamente, cioe
come se potesse esistere prima dell’esperienza che si possa

avere del mondo stesso, non puo giustificarlo
razionalmente. Egli asserisce che sia logicamente
impossibile dire qualcosa, che potrebbe essere

ragionevolmente dimostrato, su un mondo che si trova oltre
la nostra interfaccia sperimentale. La conoscenza che si é
in grado di giustificare razionalmente & la conoscenza del
mondo che proviene dall'’esperienza.

I1 costruttivismo radicale insiste dunque su dquesta
separazione tra conoscenza sperimentale e conoscenza
metafisica, occupandosi principalmente della prima.

La conoscenza, piu che una descrizione o una
rappresentazione di un mondo indipendente, €& una mappa di
cio che la realta ci permette di fare, & il repertorio di
concetti, di relazioni concettuali e di azioni o di
operazioni che si sono rivelate adeguate per il
conseguimento degli obiettivi prefissati.

La conoscenza si pud dunque considerare strumentale ed i
suoi obiettivi si collocano sia sul piano biologico sia su
gquello concettuale.

L’adeguatezza a livello biologico consiste nell’abilita di
un essere a sopravvivere e a mantenere 1l proprio
equilibrio, date le condizioni e le limitazioni poste dal
suo ambiente contingente.

L’'adeguatezza a livello concettuale si riferisce invece al
funzionamento ed alla reciproca compatibilita delle
strutture concettuali degli organismi cognitivi ed e
strettamente legata a c¢ido che 1 filosofi chiamano 1la
“teoria di coerenza della verita”.

Von Glasersfeld non nega la realta assoluta, ma afferma che
non si ha alcun modo per conoscerla; inoltre egli, come
costruttivista, compie un passo avanti, asserendo che si



pud definire meglio il significato del termine “esistere”
solamente considerandolo nella sfera delle esperienze
compiute dal soggetto. Nel momento in cui la parola
“esistenza” viene applicata al mondo indipendentemente
dalla nostra esperienza, essa perde il suo significato e
non puo avere alcun senso. Il termine “realta” viene dunque
usato dai costruttivisti per indicare l'insieme di cose e
relazioni su cui si basano nella loro vita e su cui credono
si basino anche gli altri.

Dalla prospettiva costruttivista emerge che la conoscenza &
un’attivita di adattamento; cid significa che si potrebbe
pensare alla conoscenza come ad una specie di compendio di
concetti e di azioni che 1’individuo ha costituito per
riuscire a realizzare gli scopi che aveva nella mente.

La realta oggettiva relativamente a cui si parla di
adattamento non €& comunque accessibile alla cognizione
umana, per quanto possa essere adatto l’essere che conosce:
questa realta resta al di 1la delle sue azioni o
concettualizzazioni.

Una importante conseguenza relativa a questo nuovo modo di
concepire il pensiero & che il concetto usuale di verita,
come corretta rappresentazione delle condizioni o degli
eventi del mondo esterno, viene sostituito dalla nozione di
adeguatezza.

Per il costruttivismo i concetti, i modelli, le teorie sono
adeguati se risultano efficaci nel contesto in cui vengono
applicati. L'adeguatezza, abbastanza differente dalla
verita, €& relativa al contesto degli obiettivi e dei
propositi, che non si limitano alla concretezza o alla
materialita. Nella scienza, ad esempio, c’é, dietro 1lo
scopo di risolvere un problema, l’obiettivo di costruire un
modello il piu possibile coerente con il mondo
sperimentato.

L’introduzione del <concetto di adeguatezza porta ad
eliminare 1l’idea secondo cui c¢i sarebbe solo un’unica
definitiva verita che descrive il mondo. Una gualunque
descrizione e relativa all’osservatore e dipende, in parte,
dalla sua esperienza passata: dunque c’é piu di un modo per
risolvere un problema o per raggiungere un obiettivo. E
ovvio pero che le diverse soluzioni non si possono porre
sullo stesso  piano; tuttavia se ognuna raggiunge
l'obiettivo prefissato, la preferenza per un particolare
modo di procedere non puo essere fatta sulla base della
correttezza ma, come si €& gia sottolineato, si devono
considerare altri fattori quali la velocita, la
consuetudine, l’eleganza, l’economia.

Questi cambiamenti concettuali sono difficili da attuare;
colui che adotta in modo serio l'approccio costruttivista
scopre che molti dei modi abituali di pensare e di agire
devono essere modificati.
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4.

I DUE PRINCIPI FONDAMENTALI DEL COSTRUTTIVISMO RADICALE

I1 costruttivismo radicale si fonda sui due seguenti
fondamentali principi, enucleati da Von Glasersfeld:

e “il soggetto conoscente costruisce attivamente la
conoscenza, non la riceve in maniera passiva;

* la funzione della cognizione & adattativa e serve per
organizzare il mondo dell’esperienza, non per scoprire
la realta ontologica”.

La metafora della mente, nel costruttivismo radicale, &
quella di un organismo che si evolve: il soggetto che
conosce €& una creatura che riceve dall’esterno input
sensoriali ed ha a disposizione strumenti per agire sul
mondo esterno; crea schemi cognitivi per guidare le sue
azioni e rappresentare le sue esperienze. Da una parte gli
schemi evolvono e si adattano al mondo esperienziale del
soggetto ; dall’altra 1l’organismo nel suo complesso si
adatta al mondo delle sue esperienze, attraverso
l’adattamento dei suoi schemi.

La metafora del mondo & strettamente collegata a quella
della mente: il mondo & un ambiente che circonda 1l’essere
umano, € un mondo reale che resiste e contrasta 1'uomo
specie mentre quest’ultimo cerca di adattare i propri
schemi al mondo.

L’'ontologia del <costruttivismo radicale non suppone
l’esistenza del mondo oltre la sfera soggettiva
dell’esperienza.

L'epistemologia del costruttivismo radicale e
fallibilistica, scettica ed antioggettivista. Il fatto che
non ci sia un’ultima, vera conoscenza possibile dei diversi
domini del mondo, gquali ad esempio la matematica, deriva
chiaramente dal secondo principio.

La teoria dell’apprendimento € radicalmente costruttivista:
tutta la conoscenza viene costruita dall’individuo sulla
base del dialogo tra i propri processi cognitivi ed il
mondo esperienziale.

La costruzione individuale & alla base della pedagogia.

5. SUGGERIMENTI PER L'INSEGNAMENTO

La teoria costruttivista della conoscenza mette in evidenza
tre elementi fondamentali per 1’insegnamento.

* La nozione di insegnamento si deve distinguere dalla
nozione di addestramento; 1’apprendimento non €& un
fenomeno di stimolo — risposta, richiede
l’autoregolazione e la costruzione di strutture
concettuali quali la riflessione e l’'astrazione.



A differenza dell’istruttore, il quale concentra
l’attenzione solo sulle azioni di chi viene addestrato,
l’'insegnante deve porre l’attenzione su cid che passa per
la testa degli studenti.

L’'insegnante deve ascoltare ed interpretare cido che 1lo
studente dice e fa; deve tentare di costruire un “modello”
delle operazioni concettuali dell’alunno. Un insegnante puo
soltanto inferire, da come si comportano gli studenti, se
essi hanno capito cio che si voleva che capissero. Tale
impresa non e di facile attuazione per 1l’insegnante perché
le inferenze che egli fa sono incerte, poiché i pensieri e
le idee di uno studente non possono mai essere confrontate
direttamente con quelle di un altro. E fondamentale perd
tenere presente che tutto cido che viene fatto o detto
dall’alunno durante la risoluzione di un problema & cid che
in quel momento ha senso per lui: pud forse non avere senso
per 1’insegnante ma quest’ultimo puo cercare una
spiegazione o generare un’ipotesi di come lo studente sia
arrivato alla risposta.

* La conoscenza € una rete di strutture concettuali e non
puod essere semplicemente trasmessa con l’uso di parole,
poiché deve essere costruita da ciascuno studente
individualmente.

Da qui 1’importanza dell’interpretazione del linguaggio,

visto che per ogni singolo discente 1l'’apprendimento inizia

con l’acquisizione e la condivisione del significato di

parole e di frasi. Il linguaggio pud essere molto utile

agli insegnanti per orientare l’attivita concettuale degli
studenti, suggerendo delle direzioni e precludendone altre.

Poiché 1l'interpretazione degli elementi del linguaggio e

qualcosa di soggettivo, cambia il concetto di comprensione;

non sempre quanto detto suscita in chi ascolta le stesse
strutture concettuali. E quindi essenziale comunicare
qualcosa che possa essere controllato passo dopo passo.

* L’'insegnamento €& un’attivita sociale, cioé che coinvolge
“altri”, mentre 1l'apprendimento €& un’attivita privata,
vale a dire che avviene nella mente dello studente.

Per guidare 1l’apprendimento l’insegnante deve avere qualche

nozione sui misconcetti, ovvero quei concetti che gli

studenti gia possiedono in modo non adeguato. Quindi prima

di iniziare qualsiasi costruzione concettuale, il docente

deve spesso operare una sorta di smantellamento, per poter

avviare adeguatamente l’'intervento didattico.

6. CONSIDERAZIONI SULL’'INTERAZIONE SOCIALE

Von Glasersfeld afferma che 1l’interazione sociale & molto
importante nell’acquisizione dei <concetti, ad esempio
quelli relativi alle figure geometriche fondamentali.

Piaget, considerato da Von Glasersfeld il pit importante
costruttivista del secolo scorso, & stato criticato
duramente per non aver considerato l’interazione sociale
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nella sua teoria dello sviluppo del pensiero. E vero che
Piaget ha concentrato maggiormente la sua attenzione sulle
strutture logiche attraverso 1le quali il Dbambino in
crescita organizza il mondo che poco alla volta sperimenta.
Se si legge pero la sua opera con attenzione, si scopre che
egli ritiene che 1le piu importanti occasioni per
l’accomodamento si presentano nell’interazione sociale.

Per lui, come per i costruttivisti radicali, gli *“altri”,
con i quali si attua l’'interazione sociale, fanno parte
dell’ambiente, né piu né meno degli oggetti permanenti che
il bambino costruisce nell’ambito delle sue esperienze
vissute.

In riferimento alle interazioni con gli altri individui,
Von Glasersfeld si pone la seguente domanda: se tutta la
conoscenza & costruzione personale del soggetto che
conosce, come pud® conoscere gli altri individui? La sua
risposta ricorre a Kant che, nella prima edizione della
“Critica della ragion pura” afferma che se uno vuole
immaginare un altro essere pensante, deve mettersi al suo
posto ed attribuirgli la propria soggettivita.

Nello sviluppo dei modi adeguati di agire nel suo ambiente,
il bambino impara a fare previsioni sugli oggetti che sta
per costruire; in tal modo si costruisce il concetto di
“altri” al di fuori di se stesso e, subito, questi altri
contribuiscono a dare 1’'immagine di se stesso. La
conoscenza degli altri e della societa in cui vive si basa
dunque sulle proprie esperienze individuali.

Von Glasersfeld affronta  anche la questione delle
pluralita, cioé della capacita di riconoscere che si & in
presenza di pit di un oggetto. La pluralita non €& una
proprieta sensoriale ma & una costruzione concettuale
dell’osservatore, o meglio del soggetto che fa esperienza.
Utilizzando i termini di Piaget, il concetto di pluralita
non e figurativo ma operativo, deriva cioé da operazioni
mentali e non da materiale concreto. Per apprenderne il
significato, il bambino deve toccare, vedere il singolo
oggetto; deve associare il suono del nome al singolo
oggetto ed accorgersi che la medesima procedura ricognitiva
pud essere utilizzata ancora per un altro oggetto.

Nessuna realta esterna pud sostituirsi all’individuo nella
costruzione della conoscenza, in particolare non lo possono
fare né i genitori né gli insegnanti. L’interazione sociale
€ una componente indiscutibile nella costruzione della
conoscenza da parte dell’individuo, tuttavia tale
costruzione rimane essenzialmente personale.

Per concludere, il costruttivismo radicale rappresenta un
modello  importante nelle teorie epistemologiche per
l’educazione matematica e scientifica. Alcuni ricercatori
hanno criticato qguesta teoria in quanto teoria
solipsistica, cioé eccessivamente centrata sul singolo
individuo. Tuttavia i due principi del costruttivismo
radicale non hanno ostacolato lo sviluppo del
costruttivismo sociale, come si vedra nel Capitolo che
segue.



CAPITOLO 4

I MODELLI COSTRUTTIVISTI
IL COSTRUTTIVISMO SOCIALE

1. INTRODUZIONE

Numerosi teorici della didattica, affermando che il
costruttivismo radicale & eccessivamente individualistico,

hanno dato un’interpretazione piu sociale del
costruttivismo che si basa, principalmente, sul lavoro di
Vygotsky.

Il costruttivismo sociale afferma che 1l’apprendimento & un
processo necessariamente sociale, vale a dire che si
realizza prima di tutto tra persone su un piano
interpsicologico e solo in seguito appare all’interno dello
studente su un piano intrapsicologico.

Secondo i costruttivisti sociali Cobb, Wood e Yackel, “come
Piaget, Vygotsky concepisce gli studenti come organizzatori
attivi della loro esperienza, ma, in contrasto con Piaget,
egli sottolinea le dimensioni sociali e culturali dello
sviluppo” (1990).

Tuttavia, Cobb ed i suoi colleghi sostengono che il
movimento dal livello sociale a quello individuale non puo
essere un processo di internalizzazione, come suggerito da
Vygotsky, ma piuttosto wuna dquestione di negoziazione
sociale dalla quale nascono i significati intersoggettivi.

Si & cosl giunti ad una distinzione tra costruttivismo
radicale e costruttivismo sociale. Paul Ernest e 1lo
studioso che ha proposto per primo una filosofia della
matematica “costruttivista sociale”, vale a dire basata sui
principi del costruttivismo radicale ma anche
sull’esistenza di un mondo fisico e sociale, spiegando in
tal modo 1l’apparente oggettivita, utilita e fallibilita
della matematica.

I1 costruttivismo sociale di Ernest pone al centro
dell’apprendimento 1l’ipotesi che 1la matematica sia una
costruzione sociale, un prodotto culturale.

La matematica, secondo Ernest, & molto efficace nel
descrivere il mondo attraverso le sue teorie e cid non &
casuale, ma deriva dalle sue origini empiriche e dalla sua
funzione 1linguistica. La matematica & un ramo della
conoscenza collegato con il resto della conoscenza
attraverso il linguaggio naturale, linguaggio che permette
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di enunciare teorie su situazioni sociali e sulla realta
fisica. Queste teorie vengono poi continuamente analizzate
per migliorare 1l’adattamento delle strutture matematiche
alle aree esterne alla matematica.

La certezza e l’obiettivita matematica si fondano su regole
del discorso socialmente accettate, sulle regole della
logica, sulla coerenza che <caratterizza 1l’'uso del
linguaggio naturale.

Il costruttivismo radicale, secondo Ernest, non e
solipsistico (il che ha come conseguenza che tutta la
conoscenza €& soggettiva), ovvero le basi del costruttivismo
radicale non sono in contrasto con l’esistenza di wuna
realta fisica e sociale, non negano l’esistenza di un mondo
esterno; anzi, aggiungendo opportune ipotesi, si puo
salvaguardare 1l’oggettivita matematica che deve essere
interpretata come costruzione sociale condivisa.

2. IL COSTRUTTIVISMO SOCIALE COME FILOSOFIA DELLA
MATEMATICA

Ernest propone, come si & gia sottolineato, una filosofia
della matematica “costruttivista sociale” cioeé che si fonda
sui principi del <costruttivismo radicale ma anche
sull’‘esistenza di un mondo fisico e sociale.

Il suo obiettivo & quello di costruire wuna teoria
riconoscendo ed ampliando il lavoro compiuto in precedenza.
Egli distingue dunque due ©principali correnti nella
filosofia della matematica, a proposito dello statuto e dei
fondamenti di questa disciplina:

e le filosofie assolutiste, tra cui il 1logicismo, il
formalismo, 1l’intuizionismo, il platonismo, 1le quali
asseriscono che la matematica €& un corpo di conoscenze
sicure e certe;

* le filosofie del cambiamento concettuale (si veda il
paragrafo 2 del Capitolo 2), le quali affermano che 1la
matematica €& fallibile, & un prodotto sociale che pud
cambiare.

Ernest ritiene <che, mentre per le altre scienze le

concezioni assolutiste hanno ceduto il passo a concezioni

di cambiamento concettuale, le filosofie assolutiste della

matematica sono ancora oggi la visione dominante.

Secondo gli assolutisti le verita matematiche sono

universali, indipendenti dall’umanita e dalla cultura: la

matematica si scopre, non si inventa. La posizione dei
fallibilisti sta comunque consolidandosi gradualmente,
anche a partire dal fatto che la certezza in matematica non

pud essere stabilita senza ipotesi e percio si tratta di

una certezza condizionata e non assoluta.

Paul Ernest afferma che il costruttivismo sociale pone al

centro dell’apprendimento 1l’ipotesi che la matematica sia

una costruzione sociale, un prodotto culturale che, come
ogni altro ramo della scienza pud® sbagliare. Tale



concezione si fonda su due ipotesi fondamentali: la prima e
che le origini della matematica sono sociali e culturali;
la seconda é& che 1la giustificazione della conoscenza
matematica & determinata dalle sue basi quasi — empiriche.
Ora, affinche il contributo offerto dal costruttivismo alla
matematica sia adeguato, €& necessario esplicitare le due
assunzioni del costruttivismo sociale: 1l’assunzione del
realismo (c’e un mondo esterno persistente) e l’assunzione
della realta sociale (c’é la specie umana e questa ha un
linguaggio di comunicazione). Queste ipotesi permettono di
sviluppare un’epistemologia costruttivista — sociale a
partire dai due fondamenti del costruttivismo radicale di
Von Glasersfeld che qui ricordiamo:

* il soggetto costruisce attivamente la conoscenza, non la
riceve in maniera passiva;

* la funzione della cognizione & adattativa e serve per
organizzare il mondo dell’esperienza.

A questi due primi principi Ernest aggiunge dunque i

seguenti:

* le teorie personali che risultano dall’organizzazione
del mondo dell’esperienza devono “rispettare” i vincoli
stabiliti dalla realta fisica e sociale e realizzano
questo con il ciclo teoria — predizione — controllo —
fallimento — accomodamento — nuova teoria;

* la matematica € un insieme di teorie che hanno ottenuto
il consenso sociale e sono conformi sia a schemi sociali
sia a regole linguistiche.

I principi enunciati costituiscono 1le basi per wuna

filosofia del costruttivismo sociale per la matematica. A

partire da questi, 1l’autore vuole anzitutto precisare le

ragioni per cui la matematica risulti tanto efficace nel
descrivere il mondo attraverso le sue teorie.

I concetti della matematica sono ottenuti attraverso

l’astrazione dall’esperienza diretta del mondo fisico, 1la

generalizzazione e l’ampliamento di concetti gia costruiti.

La matematica €& quindi un ramo della conoscenza collegato,

tramite il 1linguaggio naturale, con il resto della

conoscenza; tale linguaggio permette di enunciare teorie su
situazioni sociali e sulla realta fisica. Tali teorie
vengono poi ripetutamente analizzate per migliorare
l’adattamento delle strutture matematiche alle aree esterne
alla matematica, la quale si sviluppa provvedendo agli
schemi e superando i contrasti che emergono durante la fase

di modellizzazione. Dunque l’efficacia della matematica non

€ casuale ma deriva dalle sue origini empiriche e dalla sua

funzione linguistica.

Per spiegare invece 1l'apparente certezza e obiettivita

della matematica, Ernest osserva che essa si basa sul

linguaggio naturale ed il simbolismo matematico altro non é&

che un’estensione del linguaggio scritto. Le regole della

logica e la coerenza che —caratterizzano 1l’uso del
linguaggio naturale sono 1le fondamenta su cui poggia
l’oggettivita della matematica. Le verita matematiche,
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acquisite attraverso l’interazione sociale, nascono nelle
verita di natura definitoria del 1linguaggio naturale. La
certezza matematica si fonda dunque su regole del discorso
socialmente accettate.

Evidentemente il costruttivismo sociale offre la
possibilita di una filosofia della matematica che tenga in
considerazione 1l’oggettivita, l’utilita e la fallibilita
della matematica.

Paul Ernest ha dunque dimostrato <che 1le Dbasi del
costruttivismo radicale non sono in contrasto con
l’esistenza della realta fisica e sociale e non negano
quindi l’esistenza del mondo esterno.

Dai principi del costruttivismo radicale non & vero che
discenda la soggettivita della conoscenza matematica, anzi
aggiungendo alcune ipotesi €& possibile salvaguardare
l'oggettivita della matematica, la quale, interpretata come
costruzione sociale, risulta essere qualcosa di esterno
all’individuo.

Ernest sottolinea che il costruttivismo non implica pero
una teoria dell’insegnamento: per ricavare una tale teoria
€ necessario precisare un insieme di valori (non implicito
nei principi del costruttivismo), perché 1l’educazione
dipende dalla scelta di quello che secondo la nostra
cultura merita di essere trasmesso.

3. LE IDEE FONDAMENTALI

Come abbiamo osservato, il costruttivismo sociale considera
gli individui in relazione alla sfera sociale. La
formazione cognitiva dei soggetti umani dipende dalle loro
interazioni con gli altri e dai processi individuali.

In questo tipo di teoria la metafora della mente, che vi
sta a fondamento, e quella delle persone che conversano. La
mente € vista come parte di un contesto piu ampio.

Il modello costruttivista sociale del mondo & quello di un
mondo socialmente costruito che crea (ed & costretto da)
esperienze condivise della realta fisica. La realta
costruita dagli wuomini e continuamente modificata ed
interagisce per adattarsi alla realta ontologica.
L’'ontologia & alquanto sofisticata: c¢’é un mondo al di
fuori che sostiene le apparenze che vengono condivise per
accedervi, ma di esso non si ha alcuna certa conoscenza.

I1 costruttivismo sociale si basa su una epistemologia
fallibilista che considera la conoscenza convenzionale come
vissuta ed accettata socialmente.

La relativa teoria d’apprendimento €& costruttivista, con
una particolare attenzione alla funzione del 1linguaggio e
all’interazione sociale.

La metodologia €& eclettica e cosl pure 1la pedagogia,
consapevole degli effetti interattivi dei contesti micro e
macro sociali e della costruzione interna delle proprie
credenze e cognizioni. Gran parte della didattica e
dell’apprendimento avvengono direttamente per mezzo del



linguaggio: anche 1’apprendimento concreto o per
rappresentazioni si colloca nel contesto sociale ed e
mediato dal 1linguaggio e dalle relative interpretazioni
negoziate socialmente.

4. UNA PEDAGOGIA BASATA SUI CONCETTI DEL COSTRUTTIVISMO

Nelle diverse posizioni costruttiviste si & discusso sulla
dicotomia individuale — sociale.

Il costruttivismo di Piaget sembra sottolineare
l’importanza dei processi cognitivi interni a scapito
dell’interazione sociale nella costruzione della conoscenza
da parte del discente. Tuttavia la maggioranza dei
ricercatori ritiene essenziale 1la considerazione della
complementarita tra costruzione personale e costruzione
sociale.

Von Glasersfeld, pur essendo il teorico del costruttivismo
radicale, sostiene che la conoscenza matematica & condivisa
attraverso ruoli e convenzioni accordate, che mettono
esplicitamente in evidenza 1’importanza dell’interazione
sociale.

Si pud dire, 1in sintesi, che sia il ©paradigma del
costruttivismo radicale sia quello del costruttivismo
sociale abbiano conseguenze pedagogiche comuni, esposte
brevemente nei seguenti punti:

* gli approcci metodologici hanno bisogno di essere piu
cauti e riflessivi perché non c¢’é un’unica via che
conduce alla verita o vicino ad essa;

* centro dell’interesse non sono le cognizioni del
discente ma le cognizioni, le credenze ed i concetti che
il discente possiede sulla conoscenza;

* in relazione all’insegnante ed all’educazione di
quest’ultimo, non é& solo importante la sua conoscenza

dei contenuti e dei compiti specifici, ma sono
importanti le credenze, i concetti e le teorie personali
che 1’insegnante possiede sui contenuti,

sull’insegnamento e sull’apprendimento;

* anche se si pud arrivare alla conoscenza degli altri
interpretando il loro linguaggio e le loro azioni per
mezzo delle proprie costruzioni concettuali, gli altri
vivono realta indipendenti dalla nostra, realta che ci
sforziamo di capire, ma che non possiamo considerare

statiche;
* la consapevolezza della costruzione sociale della
conoscenza suggerisce l’enfasi pedagogica sulla

discussione, sulla collaborazione, sulla negoziazione e
sui significati condivisi.

5. LA LEZIONE DI MATEMATICA COME PRATICA SOCIALE

Durante una 1lezione di matematica gli insegnanti e gli
studenti, insieme ed interattivamente, producono regolarita
e norme per parlare e per agire in matematica.
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Cosi, secondo il ricercatore Bauersfeld, 1lo sviluppo
dell’attivita di matematizzazione 1in classe puO essere
visto come la costruzione interattiva di wuna pratica
sociale. I prodotti che vengono descritti come conoscenza
matematica sono 1 risultati sociali di wuna cultura
specifica: essi hanno caratteristiche specifiche in ogni
classe, anche se ci sono molte coincidenze in classi,
scuole e paesi differenti.

Bauersfeld usa in questo caso la nozione di abitudine
(habitus), intesa come schema in grado di spiegare come i
membri che vivono una specifica condizione sociale arrivano
a riprodurre i loro comportamenti anche in situazioni
nuove, anziché quella di conoscenza, perché & un concetto
che ritiene piu indicato per 1le diverse connotazioni
sociali.

L’'habitus della matematica scolastica dello studente emerge
attraverso la pratica sociale nella lezione di matematica:
consente cosli all’individuo di condurre le attivita
matematiche in accordo con le varie situazioni incontrate.
Gli studenti conoscono dunque la matematica attraverso la
partecipazione alla pratica sociale in classe, non
attraverso la scoperta di strutture esterne esistenti ed
indipendenti da loro stessi.

L’apprendimento €& inteso, dal punto di vista psicologico,
come un processo olistico, vale a dire come un'’esperienza
che coinvolge tutti i sensi, e gli stati mentali del nostro
cervello conservano questa multidimensionalita delle
esperienze vissute. Di conseguenza, la maggior parte
dell’apprendimento del soggetto e inevitabilmente
inconscio, & un’attivita non controllabile direttamente.
Uno studente non apprende solo la matematica ma *“apprende

qualcosa sull’apprendimento” in situazioni definite

soggettivamente. L’apprendimento dello studente tiene

conto:

e del successo, del fallimento e delle relative
conseguenze;

* dell’ansieta;

* dell’impegno e delle emozioni dell’insegnante;
* del modo di parlare adottato;

* delle reazioni dei compagni;

* delle modalita di comportamento nel gruppo.

Poiché gli interessi di un individuo variano e sono
soggetti al cambiamento, le esperienze diventano ricchi
miscugli di situazioni specifiche, che rendono il soggetto
in grado di disporre di differenti definizioni di
situazioni. Secondo Bauersfeld cio si adatta
all’interpretazione dell’apprendimento come la formazione
di “domini di esperienze soggettive”.

I1 successo raggiunto da ogni studente nel generare
situazioni adeguate, €& da attribuire sia agli studenti
stessi, 1 quali si impegnano attivamente nella pratica
sociale di matematizzazione, sia alle caratteristiche



stesse dell’interazione sociale. E solo grazie al

coinvolgimento attivo che 1le resistenze sperimentate

all’interno del gruppo sociale possono sviluppare la loro
potenza per il soggetto.

Per Bauersfeld appare dunque urgente ricercare come si

comprendano e si descrivano le relazioni tra il mondo

sociale e lo sviluppo individuale.

L’interazione sociale nella classe & da intendersi sia come

interazione tra insegnante e studente, sia come interazione

tra studenti.

La pratica sociale, specie quella riguardante i tentativi

di costruzione da parte degli studenti, pud essere

analizzata ed interpretata in riferimento a tre momenti:

1. durante 1l’interazione sociale (da una prospettiva a
breve termine), si pud verificare il fallimento o il
rifiuto di una costruzione messa in atto. L’obbligo di
rispondere ad una domanda posta dall’insegnante o da un
compagno puO portare lo studente all’abbandono, alla
correzione oppure al cambiamento della sua costruzione;

2. durante l’interazione sociale puo accadere che
l’insegnante o uno studente sottolinei 1’importanza di
qualcosa. In base alle regole di comunicazione di
classe, questo indica un cambiamento di attenzione; cio
pud portare gli studenti a modificare il corso delle
loro azioni e a produrre costruzioni conseguenti;

3. da una prospettiva a lungo termine, si pud verificare
l’assenza di alternative e di ostacoli. Cid che non e
diventato realta nell’esperienza del soggetto ha poche
possibilita di essere creato fuori dall’esperienza

stessa.
Le nuove costruzioni, come pure il concentrare 1l’'importanza
ed il cambiamento di attenzione (casi 1. e 2.) possono

rappresentare delle sfide per la riflessione del soggetto.
In dqueste situazioni le possibilita di riflessione
migliorano se, in parallelo, 1l’'insegnante sostiene con
azioni ed esempi un’esplicita “negoziazione di significato”
cioé un mutuo approccio degli studenti nella comunicazione
verso un orientamento comune e condiviso per l’azione. A
volte questa fase viene mal interpretata ed intesa come una
discussione che pud arrivare ad un qualsiasi accordo.
Richiede invece il raggiungimento di un accordo esplicito o
implicito da parte di tutti gli studenti che vi hanno preso
parte: solo in questo caso il procedimento ha termine.
Spesso la fine di questo processo viene decretata, in modo
autoritario, dall’insegnante, tuttavia qui l’interesse per
queste situazioni non é& tanto nel momento finale, gquanto
piuttosto nell’enfasi posta ai momenti di chiarificazione e
constatazione delle differenti costruzioni soggettive.

Pud0 anche accadere che gli studenti —rifiutino 1le
indicazioni dell’insegnante oppure che 1l’insegnante non
consideri proposte alternative da parte degli studenti
(caso 3.). In tale situazione mancano le sfide, non ci sono
ostacoli e dungque il tutto rimane oscuro per lo studente:
in un ambiente povero, anche uno studente molto impegnato
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ha poche possibilita di sperimentare una costruzione
significativa del proprio sapere.

In genere, gli insegnanti tendono ad essere rigidi nelle
richieste matematiche agli studenti e permissivi nelle
norme sociali in classe. Sarebbe importante studiare se, in
alcune situazioni, ci sono modalita piu adeguate di altre
per favorire la negoziazione e la riflessione da parte di
tutti.

Come potrebbero, i concetti degli studenti, andare
d’accordo con le idee degli insegnanti, se non ci fosse
nessuna dettagliata negoziazione di significato e 1la
correzione fosse data solo nella forma di ‘giusto’ o
‘sbagliato’ in relazione ai prodotti dei ragazzi? Come
potrebbero gli studenti arrivare a sviluppare la
riflessione e 1’autocontrollo attraverso la
matematizzazione, se tali attivita non fossero parte
integrante della comunicazione nella classe?

Possibili conseguenze pragmatiche

Le normali modalita seguite in classe per fare in modo che
gli studenti arrivino il piu presto possibile a procedure
corrette per 1le operazioni e a modelli efficaci per la
soluzione di problemi non sono pienamente soddisfacenti:
troppi studenti agiscono in un modo che non & quello
desiderato dall’insegnante. Appare gquindi evidente il
bisogno di cambiare.

Secondo Bauersfeld applicando la prospettiva costruttivista

sociale si riescono a comprendere meglio i processi di

classe come espressione di una particolare “cultura”, che

esiste soltanto attraverso l’interazione che si stabilisce
tra gli individui.

I1 cambiamento dovrebbe consistere nel porre maggior

attenzione all’impatto che emerge dall’interazione in

classe relativa ad un certo tema, poiché tale interazione e

il mezzo attraverso cui le abitudini matematiche dei

ragazzi arrivano a svilupparsi.

E necessario perd ricordare che & impossibile fornire un

sommario di azioni per 1l’insegnante e che ci si puo

limitare a suggerire alcuni orientamenti.

Nella prospettiva costruttivista sociale saranno dunque da

tenere presente, nel fare matematica a scuola, i seguenti

punti:

* l’'importanza di periodi in classe in cui 1 ragazzi
organizzano da soli la soluzione di un problema,
lavorano in piccoli gruppi su nuovi compiti, in cui si
sollecita 1l'inventiva dei ragazzi, ed anche di momenti
in cui si esplicita come risolvere un problema. Ci
saranno inoltre un’intensa negoziazione sui diversi modi
di procedere e sulle differenti soluzioni e la
presentazione di argomentazioni con la difesa delle
proprie posizioni;

* l'’organizzazione di momenti dedicati a prove anche in un
periodo di tempo controllato, nei quali si riferisce 1la



produzione verbale degli studenti e si ha cura che le
descrizioni siano adeguate. Si attuera lo sviluppo dei
processi di costruzione, una promozione della
riflessione sui compiti gia conclusi, una discussione
sulle alternative e si accetteranno i contributi
positivi dei modi di parlare anche un po’ grezzi, come
pure la scoperta dell’inadeguatezza di alcuni processi
di costruzione;

l’assegnazione di prove scritte, compiti a casa e
procedure di controllo relative ai risultati. Ci sara
anche la programmazione di attivita per studenti che
sappiano provocare esperienze contrastanti, cosi da
rendere evidente che fraintendimenti ed errori sono
fenomeni necessari e concomitanti in una partecipazione
attiva ed in una costruzione impegnata, e non sono
dunque eventi accidentali da cancellarsi velocemente;

l’inevitabile ruolo dell’insegnante come esperto e
rappresentante della societa. Gli insegnanti devono
essere anche il modello della cultura ricercata, devono
presentarsi con modi trasparenti di pensare, di
riflettere e devono anche controllarsi. Invece di
interrogare i ragazzi uno dopo 1l’'altro fino a che
l’espressione desiderata venga fuori (anche se nessuno
capisce perché proprio quella é& considerata valida o
come uno potrebbe arrivare ad essa) 1l’insegnante deve
“yvivere” tutte le proposte che escono dal gruppo classe.
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CAPITOLO 5

I MODELLI COSTRUTTIVISTI
LA TEORIA DELLE SITUAZIONI DIDATTICHE

1. INTRODUZIONE

Prima di definire cosa si intende per situazione a—
didattica, riprendiamo due definizioni che abbiamo gia
incontrato nel Capitolo 1.

Una situazione si definisce didattica se coinvolge il
sistema didattico in senso stretto, vale a dire il sistema
sapere — insegnante — alunno: essa si svolge in prevalenza
all’interno della classe tra insegnante e alunni attorno ad
un sapere da insegnare. In tale contesto le intenzioni di
insegnare e di apprendere sono esplicite.

Una situazione & non didattica se nessuno la predispone
appositamente per un apprendimento. In essa l’alunno & solo
a risolvere un problema che non gli & stato sottoposto a
scopo di insegnamento. Una delle finalita di quest’ultimo e
proprio quella di consentire agli alunni, wuna volta
terminati gli studi, di applicare le conoscenze acquisite
in classe a situazioni non didattiche.

Si definisce invece a—didattica una sorta di situazione
ideale alla quale si dovrebbe fare riferimento: in essa
l’alunno assume il ruolo di ricercatore in un problema
matematico e 1’insegnante, anche se & presente, lascia
agire il ragazzo di propria iniziativa.

Prima di vedere in dettaglio in cosa consiste, riprendiamo
un altro concetto che & gia stato presentato, quello di
contratto didattico, ©per precisarne alcuni fenomeni,
importanti per comprendere meglio il processo di
insegnamento — apprendimento.

2. IL CONTRATTO DIDATTICO

Nel Capitolo 1 & stato fatto riferimento al cosiddetto
contratto didattico; ora necessario riprendere
l’argomento ricordando che esso l’insieme delle relazioni
e degli obblighi reciproci, soprattutto impliciti,
esistenti tra insegnante e alunno.

I1 contratto didattico esprime la responsabilita dell’uno
di fronte all’altro nella gestione delle rispettive
competenze; esso non €& solo di natura pedagogica ma
riguarda specificatamente la conoscenza in gioco. Esso non
€ comunque un contratto vero e proprio perché, essendo

e
e



~

fondato sui risultati dell’insegnamento, non e
completamente esplicitabile; inoltre non esistono mezzi per
garantire a priori 1l'appropriazione di nuovi saperi. Nel
momento in cui un alunno rifiuta, evita o non riesce a
risolvere un problema che gli viene proposto, allora
l’insegnante ha 1l’obbligo di aiutarlo e, a volte, di
giustificare la scelta di un problema troppo difficile;
inoltre egli deve assumersi la responsabilita dei risultati
e assicurare agli alunni gli strumenti necessari per
acquisire la conoscenza. In questo modo egli pud riuscire a
responsabilizzare l’alunno, il quale accetta di risolvere
un problema nuovo per lui.

Spesso si incappa in rotture del contratto che non
risultano prevedibili a priori. Quando queste si
verificano, 1l'alunno pud0 accusare 1l’insegnante di non
averlo saputo mettere nelle condizioni di affrontare e
risolvere il problema; 1l'insegnante, dal canto suo, prova
stupore poiché riteneva sufficienti le sue prestazioni.
Occorre ricercare, a questo punto, un altro contratto a
partire dalla nuova situazione. La conoscenza €& dquindi
costruita anche come risposta alle difficolta sorte con
queste rotture del contratto didattico.

Per mettere in evidenza la complessita delle relazioni tra
insegnante ed alunno ed anche la difficolta di un buon
equilibrio all’interno del contratto didattico si possono
sottolineare due “paradossi”, cioe due situazioni
conflittuali che coesistono 1in <classe, una relativa
all’insegnante, l’altra all’alunno.

L’'insegnante deve fare in modo che 1l’alunno sia nella
condizione di dare risposte adeguate, conformi al sapere da
costruire. A questo scopo, se le risposte mancano O sono

insoddisfacenti, egli aggiunge informazioni, fino ad
ottenere le soluzioni piu opportune. Cid0 <che & da
sottolineare é che: “.. tutto cio che egli (1l’insegnante)

mette in opera perché 1l’'alunno produca i comportamenti che
egli si attende, tende a privare quest’ultimo delle
condizioni necessarie alla comprensione e all’apprendimento
della nozione a cui si mira: se il maestro dice cio che
egli vuole, non pud piu ottenerlo. Poiché 1l’alunno non ha
dovuto effettuare né scelte, né tentativi di metodi, né
modifiche delle sue conoscenze o delle sue convinzioni non

ha dimostrato di aver appreso. Ne ha dato solo
1’illusione.” (Brousseau, 1986)

Si pud riconoscere una situazione paradossale anche per
l’alunno: “..se egli accetta che [..] il maestro gli insegni
i risultati, non 1li stabilisce da sé e dunque non 1i
apprende [..]. Se, al contrario rifiuta @ tutte le

informazioni del maestro, allora, la relazione didattica si
rompe. Apprendere, implica, per 1lui, che egli accetti la
relazione didattica ma che la consideri come provvisoria e
si sforzi di rigettarla.” (Brousseau, 1986)
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L’analisi della realizzazione della situazione a -—
didattica consentira di capire come questi conflitti
possano sciogliersi.

3. LA SITUAZIONE A-DIDATTICA

Per poter comprendere la situazione didattica ed in

particolare 1’apprendimento dell’alunno, sempre nel
Capitolo 1 abbiamo ricordato che & necessario completare la
terna sapere — insegnante — alunno con un quarto elemento,

1’ambiente.
Riprendiamo qui le due ipotesi fondamentali che si sono
fatte a proposito dell’apprendimento:

* ipotesi psicologica (apprendimento per adattamento): il
soggetto apprende adattandosi (assimilazione ed
accomodamento) ad un ambiente produttore di
contraddizioni, di difficolta e di squilibri;

* lipotesi didattica: un ambiente senza intenzioni

didattiche (cioé non volontariamente organizzato per
insegnare un sapere) & insufficiente ad indurre in un
soggetto tutte le conoscenze che la societa desidera che
egli acquisisca.
Si e inoltre gia detto che & compito dell’insegnante
provocare negli alunni gli adattamenti desiderati
attraverso situazioni opportune. L’insegnante non pudo farsi
carico direttamente del processo di apprendimento ma deve
creare le condizioni, in classe, perché gli alunni possano
apprendere.
La scelta delle situazioni da proporre & particolarmente
importante perché il senso di una conoscenza per 1l’alunno
proviene essenzialmente da come la conoscenza interviene o
€ intervenuta come adattamento pertinente ad esse.
Le conseguenze delle ipotesi citate portano ad introdurre
il modello di situazione a — didattica.
La situazione a—didattica €&, come abbiamo accennato, una
situazione ideale di riferimento. In essa 1l’insegnante fa
in modo che gli alunni costruiscano o modifichino le loro
conoscenze non perché richiesto dall’insegnante ma in
risposta ad esigenze reali. In questa fase 1l’insegnante &
in relazione privata con il sapere, mentre gli alunni sono
in relazione, pubblica o privata, con lo stesso sapere.
Una tale situazione & una situazione nella quale cid che si
fa, ha un carattere di necessita in relazione a degli
obblighi che non sono né arbitrari né didattici, ma sono
relativi al sapere. L’'insegnante dovrebbe fare in modo che
la risoluzione del problema diventi per 1’alunno
indipendente dal desiderio dell’insegnante stesso: la
devoluzione che l’insegnante deve attuare, affinche
l’alunno possa apprendere, & dunque necessaria per dare
luogo ad una situazione a — didattica.
“In tutto l’'insegnamento ci sono delle fasi a—didattiche.
In effetti 1l’insegnante che da un problema di matematica ai



suoi alunni si aspetta che essi lo risolvano, almeno in
parte, in quanto matematici.” (Margolinas, 1989)

Brousseau (1986) caratterizza questa situazione nel modo
seguente: “L’allievo sa bene che il problema & stato scelto
per fargli acquisire una conoscenza nuova ma deve sapere
anche che questa conoscenza €& interamente giustificata
dalla logica interna della situazione e che pud costruirla
senza fare appello a delle ragioni didattiche”.

Nel contesto di questa situazione ideale, 1’'apprendimento
nasce dquindi da wuna modifica della conoscenza prodotta
dall’alunno stesso: 1l’insegnante deve solo provocarla
operando opportune scelte sui valori delle variabili delle
situazioni, le variabili didattiche.

Vi sono delle fasi a—didattiche in tutto 1l’insegnamento, in
generale fuori dal controllo dell’insegnante. Chevallard ha
introdotto la nozione di tempo didattico per indicare 1lo
scarto fra il tempo dell’insegnamento ed il tempo
dell’apprendimento: pud accadere che questo scarto sia
anche notevole. In generale 1l’introduzione ufficiale di
nuovi oggetti di sapere modifica il rapporto con gli
oggetti gia esistenti. Vi e allora devoluzione all’alunno
di wuna responsabilita in rapporto a questi precedenti
oggetti di sapere: in quanto oggetti vecchi, egli ha 1la
responsabilita di saperli.

Vediamo ora quali sono le condizioni perché una situazione
possa essere vissuta come a—didattica. Questo ci porta a
cio che i ricercatori chiamano analisi a priori.

“L’'analisi a priori di una situazione cerca di determinare
se una situazione pud essere vissuta come a — didattica
dall’alunno. Si tratta di wuna ricerca di condizioni
necessarie.”

(Margolinas, 1989)

Possiamo dire che occorrono almeno 1le tre condizioni
seguenti:

- 1l’alunno pud® immaginare una risposta ma questa risposta
iniziale (procedura di base) non €& dquella che si vuole
insegnare: se l’alunno conoscesse gia la risposta corretta
la situazione esaminata non sarebbe una situazione di
apprendimento;

- questa procedura di base deve rivelarsi immediatamente
insufficiente o inefficace, in modo <che 1l’alunno sia
costretto a fare degli accomodamenti, delle modifiche al
suo sistema di conoscenza;

- deve esistere un ambiente per la validazione, cioe la
situazione stessa deve consentire all’alunno di confermare
la correttezza di cio che ha ottenuto.

Precisiamo subito che la fase di validazione pud avvenire
con differenti modalita, ad esempio attraverso l’uso di
materiale concreto, oppure con la mediazione di un software
didattico o in fase di discussione di classe (con 1la
produzione di esempi, controesempi, argomentazioni,
confutazione di ipotesi,...).
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Si osservi che la fase di validazione si contrappone, nei
modelli costruttivisti, alla fase di valutazione del
modello tradizionale, descritta nel paragrafo 3 del
Capitolo 2: mentre nella prima la correttezza di un
prodotto ottenuto viene discussa e decisa dagli alunni,
nella seconda tale correttezza, come gia precisato in
dettaglio, & decretata dall’insegnante.

Altre condizioni perché una situazione possa essere vissuta
come a—didattica sono le seguenti:

- deve esserci incertezza da parte dell’alunno riguardo
alle decisioni da prendere;

- l’ambiente deve permettere delle retroazioni, cioe
devono essere possibili scambi con l’ambiente in modo che
1’alunno possa recepirne l’influenza, ad esempio
correggendo la sua azione, accettando o respingendo
un’ipotesi, o scegliendo fra piu soluzioni;

- la conoscenza a cui si mira deve essere logicamente
richiesta per passare dalla strategia di base alla
strategia oggetto di insegnamento.

4. LA SITUAZIONE-PROBLEMA

Per indicare un compito da assegnare agli alunni che abbia
tutte le caratteristiche che abbiamo descritto, cosi da
poter dar luogo ad una situazione a—didattica, si usa il
termine di situazione — problema. Da gquanto esposto si
deduce quindi che una situazione — problema deve avere le
seguenti caratteristiche (Jaquet, 1993):

* l’'alunno deve poter procedere da solo, cioé 1le sue
conoscenze iniziali devono essere sufficienti;

* devono essere costruite nuove conoscenze;y

* la situazione - problema deve permettere all’allievo di
decidere se una soluzione & corretta oppure no;

* la conoscenza che si desidera che venga acquisita
dall’alunno deve essere lo strumento piu adatto alla
soluzione del problema;

* il problema deve poter essere formulato in diversi
ambiti quali, ad esempio, quello geometrico, fisico,
grafico, numerico.

Per 1l’insegnante la situazione — problema esige

innanzitutto un approccio epistemologico (da dove viene la

nozione? a cosa serve?) ed una riflessione sul ruolo della
nozione nell’insegnamento (quando appare? gquando sara
utilizzata?). Essa necessita anche di un‘’analisi delle
concezioni iniziali e finali degli allievi (ostacoli,

errori, rappresentazioni, ..), ma anche di un’analisi a

priori (cosa faranno gli allievi? come gestire la classe?)

ed infine di una valutazione (cosa bisogna valutare? con
quali strumenti?).

Lo sviluppo di una situazione — problema in classe comporta

le diverse seguenti fasi:



* una fase di appropriazione (devoluzione); durante questa
fase 1’alunno riformula il problema nel suo linguaggio;

* una fase di ricerca e di azione durante la gquale si
fanno congetture, prove, verifiche, giustificazioni;

* una fase di validazione in cui si propongono soluzioni o
formulazioni alternative e poi si attua un dibattito fra
gli allievi i quali argomentano sulle proprie soluzioni
o su quelle degli altri;

* una fase di istituzionalizzazione durante la dquale
l’insegnante caratterizza c¢io0 che é& emerso come nuovo
sapere, collegandolo al sapere precedente;

* una fase di strutturazione (esercizi, applicazioni).

5. IL CONCETTO DI OSTACOLO EPISTEMOLOGICO

La nozione di ostacolo epistemologico & stata introdotta da
G. Bachelard (1938) nel testo “La formation de l’esprit
scientifique” ed & stata poi ripresa e precisata.

Un ostacolo epistemologico €& una conoscenza che funziona
come tale su un insieme di situazioni e per certi valori
delle variabili di queste situazioni, e che, quando il
soggetto cerca di adattarlo ad altre situazioni o ad altri
valori delle variabili, provoca errori specifici,
riconoscibili ed analizzabili.

I lavori di Bachelard e di Piaget evidenziano che 1l'’errore
non € solo l’effetto dell’ignoranza, dell’incertezza e del
caso ma e anche l’effetto di una conoscenza anteriore che
si rivela sbagliata o semplicemente inadatta. Molti errori
non sono imprevedibili ma sono riproducibili e persistenti:
essi sono costituiti in ostacoli.

Brousseau distingue tre origini fondamentali degli ostacoli
che si possono incontrare nell’insegnamento della
matematica:

* un’origine ontogenetica riguardante gli ostacoli legati
alle limitazioni delle capacita cognitive degli alunni
coinvolti nel processo di insegnamento; un tipo di
ostacolo che puo essere ricollegato a tale origine si
osserva ad esempio nell’'applicazione errata del
ragionamento proporzionale, prima che il tema
‘proporzionalita’ sia oggetto di studio sistematico. In
questo caso si verifica che un buon numero di alunni (di
12-13 anni) ricorre spontaneamente ad uno schema
additivo invece che moltiplicativo (Capitolo 9);

* un’‘origine didattica, che riguarda gli ostacoli 1legati
alle scelte o ai progetti del sistema educativo; in
questo caso si pud citare, a titolo di esempio, 1la
presentazione della moltiplicazione fra naturali come
“addizione ripetuta” durante la scuola elementare: se
questo schema non viene successivamente modificato puod
rimanere negli alunni come unico significato per la
moltiplicazione, che viene anche applicato nel caso dei
numeri razionali o reali; inoltre esso induce ovviamente
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la convinzione, comune anche a molti adulti, che 1la
moltiplicazione implichi sempre un ‘ingrandimento’
rispetto ai fattori;

* un’'origine epistemologica: sono gli ostacoli nel senso
di Bachelard, vale a dire quelli legati alla resistenza
di un sapere mal adattato; un esempio che pud essere qui
ricordato & sicuramente la difficolta legata al concetto
di infinito. “Un ostacolo epistemologico & costitutivo
della conoscenza nel senso che colui che 1l’'ha incontrato
e superato, ha una conoscenza diversa rispetto a colui
che non si é& scontrato con 1l’ostacolo.” (Brousseau,
1989)

I1 superamento di un ostacolo non significa eliminazione

della conoscenza precedente: essa infatti continuera a

funzionare nel contesto ad essa relativo. Tale superamento

significa invece la creazione di una strada parallela con i

suoi problemi e le sue metodologie di soluzione. L'’ostacolo

€ costituito come wuna conoscenza e resiste alla sua
eliminazione, tenta di adattarsi localmente, di modificarsi

e di ottimizzarsi su un campo ridotto seguendo un processo

di accomodamento.

Per rimuovere un ostacolo serve dunque un flusso

sufficiente di situazioni nuove che vanno a destabilizzarlo

ed a renderlo inefficace ed inutile; esso talvolta resiste

o si presenta anche dopo che il soggetto ha eliminato il

modello difettoso.

Il superamento di un ostacolo esige quindi un lavoro simile

a quello della formazione di una conoscenza, cioé

l’individuazione di problemi veri, che consentano una

continua dialettica tra 1l’'alunno e 1l’oggetto della sua
conoscenza.



CAPITOLO 6

I MODELLI COSTRUTTIVISTI
IL MODELLO “INQUIRY”

1. INTRODUZIONE

Nelle ricerche degli wultimi anni si e affrontata la
tematica di un utilizzo positivo degli errori durante il
processo educativo ed il valore dell’errore & stato ormai
recuperato a 1livello epistemologico e didattico. Si
suggerisce infatti un uso dell’errore nella didattica della
matematica come stimolo naturale per riflessioni ed

esplorazioni che altrimenti risulterebbero imposte
artificiosamente.

Nei paragrafi che seguono viene descritto un modello
costruttivista di insegnamento — apprendimento che propone
in modo specifico un utilizzo positivo degli errori nella
didattica della matematica. Tale modello €& dovuto

essenzialmente a Raffaella Borasi e l’esposizione che segue
riporta una sintesi dell’ampio contributo di questa
ricercatrice, con l’obiettivo principale di affrontare 1la
costruzione di una strategia di apprendimento nella gquale
gli errori svolgano un ruolo positivo fondamentale.

2. LE IPOTESI CENTRALI

I1 modello inquiry ha una particolare concezione di
conoscenza, di matematica, di apprendimento e di
insegnamento e si presenta come diretta conseguenza delle
critiche fatte al modello trasmissivo (esposte nel Capitolo
2). Gli assunti - chiave sono i seguenti:

* la conoscenza non €& deneralmente intesa come un corpo
stabile di risultati preconfezionati ma come un processo
dinamico di indagine dove 1l'’incertezza, il conflitto
cognitivo ed il dubbio rappresentano le motivazioni per
cercare di continuo una comprensione del mondo sempre
pit perfezionata. Tale processo si realizza all’interno
di una comunita di ricerca;

* la matematica & concepita come disciplina umanistica; in
altre parole i risultati della matematica non sono
immutabili ed assoluti ma sono costruiti nella societa
come qualsiasi altro prodotto dell’attivita wumana e
percio non sono infallibili; tali risultati sono
influenzati dalle finalita e dal contesto che
giustificano il loro uso e sviluppo ed anche da valori
tanto culturali quanto personali;
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* l'apprendimento & concepito come processo di costruzione
di significati, realizzato in modo ©personale dal
discente, influenzato dal contesto e dalle finalita
dell’attivita stessa di apprendimento e realizzato
mediante interazioni sociali;

* l’'insegnamento & inteso come attivita che deve fornire
il necessario sostegno alla ricerca autonoma della
comprensione da parte dello studente, realizzando una
situazione feconda per 1l’apprendimento che possa
stimolare le sue indagini e organizzando la classe come
una comunita di discenti impegnati nella costruzione
della conoscenza matematica.

Una lezione di matematica fondata su questi assunti
assumerebbe un aspetto del tutto differente da quello a
cui, generalmente, siamo abituati. Vediamo dunque le
caratteristiche di un insegnamento della matematica basato
sull’inquiry.

L’assunzione di una concezione umanistica della matematica
porta a criticare le usuali programmazioni didattiche come
troppo restrittive poiché definite unicamente in termini di
contenuti tecnici. All’interno di un approccio di tipo
inquiry si dovrebbe considerare importante includere anche
esperienze che rendano gli studenti in grado di valorizzare
sia lo sviluppo storico dei concetti matematici specifici,
sia il potere e le limitazioni delle tecniche studiate per
risolvere problemi, sia le componenti cognitive ed emotive
dell’apprendimento dei contenuti. Nelle classi in cui si
utilizza il metodo inquiry si tende ad introdurre
l’incertezza nei contenuti matematici studiati cosli da
generare dubbi genuini e, di conseguenza, condurre gli
studenti all’inquiry. Mentre nelle lezioni tradizionali
l’ambiguita, le anomalie e 1le contraddizioni vengono
opportunamente eliminate cosl da evitare potenziali motivi
di confusione, in wuna 1lezione inquiry questi elementi
devono essere messi in luce e sfruttati per stimolare e
dare forma a domande, congetture ed esplorazioni.

Nel modello inquiry gli studenti avviano un processo che
non € a finale obbligato ma & aperto e generativo vale a
dire che né 1l’insegnante né gli alunni sanno quale sara la
direzione dell’inquiry in cui si sono impegnati. Nel
processo di inquiry i problemi sono presentati con una
struttura non ben definita e successivamente precisati per
mezzo della riflessione da parte degli studenti che,
attivamente coinvolti nel prendere decisioni, agiscono come
una comunita di ricercatori. Cido non significa che in un
simile approccio 1l'insegnante di matematica abbandoni
completamente il suo ruolo nel programmare e gestire
l’attivita in classe. Infatti gli studenti non diventano
discenti attivi per caso ma di proposito, attraverso 1l’uso
di piani che 1’insegnante struttura per guidare
l’esplorazione e 1l’inquiry.



Nelle classi in cui si utilizza tale metodo gli studenti
sono chiamati ad avere iniziative nella loro attivita
matematica, ad esempio porsi problemi e domande per
esplorare da soli e controllare il 1loro lavoro, notare
ambiguita ed anomalie e condurre ricerche per risolvere i
dubbi che nascono in contesti diversi.

Dagli studenti ci si aspetta di ottenere una migliore
comprensione della matematica come disciplina,
apprezzandone le radici e le motivazioni del suo sviluppo
storico, la natura fallibile e socialmente costruita dei
suoi risultati, la potenza e i 1limiti delle sue
applicazioni per risolvere problemi in altri ambiti ed il
ruolo positivo giocato dall’ambiguita, dall’incertezza e
dalla controversia nella creazione della conoscenza
matematica.

Gli insegnanti hanno il compito di sostenere i ragazzi in
questo cammino, non di dare loro stessi le spiegazioni
appropriate. Gli studenti hanno il ruolo di ricercatori,
non di spettatori passivi esterni che considerano la
conoscenza come un dqualcosa che viene 1loro affidato
dall’alto e che viene presentato nei libri di testo. Viene
cosl smitizzata l’autorita dei 1libri di testo; infatti i
ragazzi capiscono che ci0 che si trova scritto in essi e
spesso il risultato di un elaborato dibattito che puo
essere stato deciso in seguito a determinate argomentazioni
ma non & semplicemente una corrispondenza tra un fenomeno e
l’affermazione che lo descrive.

A differenza degli ambienti in cui domina il modello
trasmissivo, dove gli studenti apprendono grazie alla
presenza di altre persone ma non con le altre persone, in
quelli in cui si attua 1l’apprendimento per inquiry sono
indispensabili la collaborazione e 1l’interazione sociale,
che sostengono e sono fondamentali per il processo di
comprensione personale. Gli studenti in questo modo
imparano a rispettare le opinioni degli altri e a costruire
nuovi significati, nuove idee, piuttosto che duplicare una
conoscenza costituita in precedenza. Il fattore distintivo
del metodo inquiry €& proprio la generazione di nuove idee
nella classe, attivita che viene favorita da molteplici
strategie didattiche, tra cui la scrittura e la lettura di
elaborati.

Gli insegnanti, dunque, non trasmettono direttamente 1la
conoscenza ma cercano di sostenere la ricerca degli
studenti fissando un insieme di regole e valori sociali,
escogitando modi differenti per far si che gli alunni siano
resi partecipi del processo di inquiry ed invitandoli ad
impegnarsi in tale processo e a valorizzare ogni fase che
l’essere una comunita di ricercatori comporta. Questi
insegnanti, invece di dire agli studenti semplicemente cosa
fare e come farlo, formulano questioni sui modi di pensare
e sulle strategie degli studenti, producendo ulteriori
questioni ed arrivando a condividere i loro modi di pensare
e le loro decisioni. In tal modo si rende pubblico cid che
solitamente si fa tra ricercatori.
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Un aspetto fondamentale per gli insegnanti che utilizzano
il modello inquiry & dquello di saper ascoltare gli
studenti; infatti 1’ascolto permette di comprendere le
convinzioni che gli studenti possiedono sull’apprendimento,
di approfondire la loro conoscenza sui significati, sulle
relazioni che costruiscono, sugli interessi e sulle domande
che emergono durante il processo.

Nel modello inquiry la comunicazione assume percid un ruolo
centrale; infatti il 1linguaggio viene wusato in modo
fondamentale per costruire la conoscenza. Successivamente é
necessario negoziare con altre persone, perché non é& detto
che la conoscenza sia automaticamente accettata, come tale,
dalla comunita; in tal caso si deve agire per riuscire a
farla accettare e per questo e fondamentale la lettura e la
scrittura. “Ne consegue che leggere e scrivere non dovrebbe
pit essere considerato come un ostacolo potenziale
all’apprendimento della matematica, ma come risorsa per
generare, estendere, rivedere, comunicare e riflettere sul
significato”. (Borasi, Siegel, 1994)

Gli studenti diventano cosi membri attivi di una comunita
di lavoro, assumendo con gli insegnanti la responsabilita
di programmare le lezioni, di condividere e riflettere
sulle loro ricerche alla presenza di altri membri della
comunita, ovvero dell’insegnante e dei coetanei. Questa
nuova concezione di studente esige dallo stesso
l’assunzione di nuove e piu grandi responsabilita, quali la
volonta di ascoltare e di negoziare con gli altri, cosa a
cui di solito non & abituato.

Da quanto esposto emerge che il modello inquiry ha alcune
conseguenze immediate, ad esempio le seguenti:

* l'obiettivo didattico passa dal prodotto al processo;

* la negoziazione continua tra obiettivi ed attivita
didattiche deve essere favorita da un’adeguata dinamica
scolastica;

* l'’ambiente d’apprendimento deve promuovere l’assunzione
di rischi e di iniziative individuali piuttosto che 1la
produzione di risposte corrette;

* occorre elaborare ed attuare strategie didattiche che
stimolino e sorreggano l’attivita di ricerca matematica
dello studente;

* c'é soprattutto “l’esigenza di mettere in nuova luce
l’ambiguita e 1l’incertezza del contenuto matematico
studiato in modo da generare negli studenti dubbi
genuini o situazioni conflittuali e quindi una rinnovata
spinta a proseguire l’inquiry sulla base dell’iniziativa
e della padronanza degli studenti nel loro apprendimento
della matematica”. (Borasi, Siegel, 1994)



3. UNA CONCEZIONE ALTERNATIVA DEGLI ERRORI

Alcuni contributi filosofici, come ad esempio quello di
Lakatos, per il quale gli errori non sono qualcosa da
evitare il pit possibile ma piuttosto un passaggio
necessario e costruttivo nella creazione della conoscenza
matematica, suggeriscono che gli errori  hanno la
potenzialita di far sorgere dubbi e domande costruttive che
possono portare ad investigare importanti questioni
matematiche. Tali indagini non devono essere, giocoforza,
ridotte alla ricerca delle cause dell’errore, con
l’obiettivo finale di eliminare l'’errore stesso.

Piuttosto, se si & propensi a porsi domande piu
provocatorie del tipo “che cosa succederebbe se
accettassimo questo risultato?” oppure “in quale
circostanze questo risultato potrebbe essere considerato
corretto?”, allora l’analisi di un errore potrebbe condurre
ad una riformulazione del problema studiato, ad una
comprensione piu profonda del contesto nel quale il
problema si & generato ed anche ad alcuni risultati nuovi
ed inaspettati.

Una esplicita focalizzazione sugli errori pud servire agli
studenti perché potrebbe contribuire allo sviluppo di
alcune abilita metacognitive identificate come necessarie
per diventare buoni risolutori di problemi. Innanzitutto,
tale focalizzazione metterebbe gli studenti in condizione
di familiarizzare con strategie specifiche per rivedere
criticamente e controllare il loro linguaggio matematico,
sviluppando contemporaneamente 1l’idea che 1l’identificazione
e la correzione degli errori sia essenzialmente una
responsabilita di chi apprende piuttosto che degli
insegnanti (contrariamente a c¢id che gli studenti sono
portati a credere, <come risultato della tradizionale
educazione matematica).

Inoltre, gli errori, creando un conflitto o producendo un
risultato non accettabile, possono forzare chi apprende la
matematica o risolve un problema ad esaminare in modo
esplicito e a discutere il proprio lavoro (per esempio gli
obiettivi, le strategie utilizzate, i sentimenti provati,
etc.) da un punto di vista metacognitivo e, nello stesso
tempo, forniscono un concreto punto di partenza per tale
attivita.

Prima di esaminare una strategia educativa che riesca ad
impegnare gli studenti in attivita che sfruttino 1la
potenzialita degli errori per stimolare ed essere

d’'appoggio ad un inquiry matematico, cominciamo a
riflettere su come vengono usualmente percepiti gli errori
nel ©processo di insegnamento — apprendimento della
matematica.

Molti studenti ed anche molti insegnanti provano sentimenti
negativi nei confronti degli errori, i quali vengono visti
come eventi sfortunati, che generano frustrazione e che
percido devono essere eliminati e possibilmente sempre
evitati. Spesso le risposte scorrette ad una richiesta
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dell’insegnante durante una lezione, sono respinte o
ignorate finché non si arriva ad una risposta corretta; gli
insegnanti cercano di assegnare compiti che gli studenti
“bravi” siano in grado di svolgere senza errori.

Questi atteggiamenti hanno giustificazioni teoretiche nella
concezione behaviorista dell’apprendimento in accordo al
paradigma della trasmissione della conoscenza.

La ricerca behaviorista suggerisce che 1’apprendimento e
favorito quando 1le risposte corrette sono ricompensate
(rinforzo positivo) e quelle sbagliate sono punite
(rinforzo negativo) oppure sono eliminate attraverso la
mancanza di attenzione (trattenimento del rinforzo
positivo).

All’'interno di tale concezione, gli studenti e gli
insegnanti non sono invitati a vedere gli errori in una
luce positiva e, inoltre, prestare attenzione agli errori
durante la lezione pu® anche essere considerato pericoloso,
perché potrebbe interferire con il “fissaggio” del
risultato corretto nella mente degli studenti.

Nella ricerca didattica degli ultimi venti anni, lo studio
degli errori matematici degli studenti si & sviluppato
verso direzioni piu coerenti con una concezione
costruttivista dell’apprendimento. Gli errori sono visti
come parte inevitabile ed integrante dell’apprendimento e
come sorgente preziosa di informazioni sui processi di
apprendimento, una traccia da cui ricercatori ed insegnanti
dovrebbero trarre vantaggio per scoprire cosa uno studente
conosce realmente e come ha costruito questa conoscenza.
Questo approccio piu positivo agli errori e rivelato

dall’uso di termini come “misconcetti”, “concezioni
alternative”, o *“teorie implicite” al posto della parola
“errori”. Lo studio dei misconcetti degli studenti puod

essere caratterizzato dall’aver posto l’'attenzione:
* sul ruolo delle teorie degli allievi sull’apprendimento;

e sulla comprensione delle origini dei misconcetti degli
studenti, piuttosto che sul tentativo di eliminarli;

* sull’assunzione del punto di vista dello studente
piuttosto che dell’esperto;

* sul riconoscimento della ragionevolezza del misconcetto
dello studente e del bisogno per lo stesso di constatare
la limitatezza del misconcetto come prerequisito per
modificarlo.

Questo ultimo punto, in particolare, suggerisce il

potenziale valore degli errori come essenziale per un

cambiamento concettuale nell’educazione, come é& implicito
nella discussione di Confrey sul ruolo giocato, piu
generalmente, dalle anomalie:

“Von Glasersfeld.. accentua che & attraverso la discrepanza,

la perturbazione, o gli incontri con 1l'inaspettato che

possiamo individuare le qualita delle nostre costruzioni;
questi momenti chiave della nostra attivita di riflessione
sono opportunita per valutare i nostri costrutti. Comunque,
egli ci avverte anche che i nostri problemi, cioé la nostra



percezione della devianza, possono non coincidere (e
probabilmente non coincidono) con quelli dei bambini. Cosi,
se volessimo investigare questi concetti, avremmo bisogno
di scovare i loro problemi, non di imporgli i nostri.”
(Confrey, 1990)

L’'analisi degli errori e dei misconcetti degli studenti ha

fornito informazioni e suggerimenti preziosi per
l’educazione scolastica ma ha influito solo raramente sullo
sviluppo di strategie d’'insegnamento per rendere

costruttivo l’uso degli errori.
L'approccio educativo proposto dall’inquiry mira ad
eliminare i concetti erronei degli studenti grazie ad una
serie di passi che comportano:

(a) una “fase intuitiva”, in cui si svolgono attivita
per scoprire e far emergere concetti specifici erronei;
(b) una “fase conflittuale”, in cui si generano concetti

alternativi per offrire un contrasto con i precedenti e
dare vita ad un conflitto cognitivo;

(©) una “fase risolutiva”, che porta ad una discussione
durante la quale gli studenti sono di fronte alle
incoerenze cosl rivelate e cercano di risolverle trovando
la concezione migliore;

(d) una “fase retrospettiva” nella gquale gli studenti
riflettono sul significato e sulle implicazioni della
loro risoluzione.

Esaminiamo ora, in modo pilt analitico, come gli errori
potrebbero contribuire allo sviluppo della conoscenza
matematica:

* la presenza di errori pud generare il bisogno di piu
rigore nelle procedure o nelle giustificazioni assunte
(bisogno che non nasce fino a quando tali procedure o
giustificazioni propongono risultati accettabili);

* la scoperta di <contraddizioni e controesempi puo
mostrare l’'inadeguatezza delle congetture iniziali o di
teoremi dimostrati, come pure pud fornire una guida
concreta per perfezionarli;

* alcuni errori e contraddizioni possono consentire di
individuare l’applicazione ingiustificata di concetti e
procedure familiari in nuovi settori; un uso costruttivo
di tale tipo di errore porta ad importanti conseguenze,
infatti puo motivare una analisi del vecchio e del nuovo
settore e del concetto considerato, conducendo a:

- una migliore comprensione delle caratteristiche del
nuovo settore ed in special modo delle sue analogie e
differenze con il settore familiare;

- un migliore apprezzamento delle implicazioni delle
caratteristiche del settore familiare che erano state
trascurate;

- la realizzazione <che definizioni alternative del
concetto considerato possono non essere equivalenti in
ogni campo;
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* alcuni errori possono aprire nuove aree di ricerca e
mostrare possibilita mai considerate in precedenza.
E’ chiaro dunque che gli errori, visti come stimolo e punto
di partenza concreto per un inquiry matematico, si
presentano come occasioni didattiche molto ricche, senza
dubbio da cogliere e sfruttare.
E molto probabile che nell’attivitd dei matematici
professionisti siano usuali alcune modalita di wutilizzo
degli errori, anche se risulta difficile dimostrare tale
affermazione visto che solo i risultati finali e ripuliti
del loro lavoro sono resi pubblici. Cosi, i soli errori
fatti dai matematici di cui i non addetti ai lavori vengono
a conoscenza, sono dquelli rari e misteriosi <che sono
sfuggiti agli stessi loro autori e solo successivamente
identificati da altri matematici. Si pensi, ad esempio, ad
alcuni problemi storici come quelli legati alla costruzione
dei numeri relativi o dei numeri complessi, o alle
questioni legate all’infinito. Questi eventi hanno mutato
in modo considerevole 1l’idea che la conoscenza matematica
sia stata acquisita attraverso il tempo come risultato di
una scoperta graduale e lineare di verita preesistenti.
L’'immagine della matematica che ne emerge & quella di una
disciplina fallibile e sperimentale, creata come risultato
di sforzi individuali e di trattative sociali e soggetta a
miglioramenti continui e, occasionalmente, a radicali
rivoluzioni.
All’'interno di tale concezione della conoscenza matematica,
gli errori non possono dunque essere semplicemente
eliminati ma, piuttosto, devono essere visti come parte
integrante per la costruzione di nuova conoscenza.

4. L'INQUIRY COME STRATEGIA EDUCATIVA

Come conseguenza diretta della concezione alternativa degli
errori, esposta nel paragrafo precedente, si ha che gli
obiettivi dell’educazione matematica dovrebbero andare al
di la della pura eliminazione meccanica dell’errore: gli
stessi studenti dovrebbero avere l’opportunita di sfruttare
il potere motivazionale degli errori, wutilizzandoli come
spunti per esplorazioni creative di carattere matematico e
per stimolanti riflessioni sulla natura stessa della
matematica.

Un tale uso degli errori potrebbe offrire varie
opportunita, durante le lezioni di matematica, per attivita
originali e creative, in grado di coinvolgere gli studenti
persino nella formulazione e nella soluzione di nuovi
problemi. Le riflessioni nate dallo studio di alcuni errori
con queste intenzioni, potrebbero procurare agli studenti
una migliore “comprensione” della matematica come
disciplina, risultato che dovrebbe essere un importante
obiettivo nell’insegnamento stesso della matematica, a
tutti i livelli.



Riconoscere le 1limitazioni della matematica pud essere
d’aiuto agli studenti per superare atteggiamenti negativi
verso questa disciplina, che sono ancora troppo comuni.

E vero che gli errori non sono l’unico strumento didattico
capace di realizzare tali obiettivi educativi, tuttavia
essi presentano caratteristiche favorevoli in tal senso.
Innanzitutto un errore stimola all’azione, poiché significa
che non si & riusciti ad ottenere il risultato atteso ed
occorre dungque procedere ulteriormente. Inoltre 1l’errore
procura un concreto punto di partenza, perché contiene
nuove informazioni utili (anche se per lo piu di carattere
negativo) non solo relative al risultato che si voleva
raggiungere, ma anche nei riguardi sia del contesto in cui
si stava operando sia della metodologia impiegata.

L'errore pud® portare, spontaneamente, a riconoscere
l’esistenza di alternative che prima non si era pensato di
potere o volere considerare, in quanto indica un contrasto
con il risultato cercato.

Gli errori possono permettere, anche a studenti che non
hanno un bagaglio tecnico considerevole, l’esplorazione di
temi che sarebbero altrimenti troppo astratti se affrontati
direttamente e a tutto campo.

Inoltre lo studio di un errore possiede un valore educativo
che va al di la dei suoi vantaggi per l’apprendimento dalla
matematica: pud® essere importante per lo studente rendersi
conto che gli errori non sono inutili né costituiscono una
disgrazia da evitarsi ad ogni costo. Di conseguenza, lo
studente pud sentirsi piu incoraggiato a “rischiare” nelle
risposte ed imparare anche ad apprezzare il contenuto
informativo dei propri errori, in qualunque campo.

E ovvio che durante un intero corso di matematica,
l’insegnante non dovra, né potra utilizzare tutti gli
errori degli studenti come strumenti di scoperta. Lo studio
approfondito di un errore pud richiedere molto tempo ed
energie e quindi deve essere limitato ad errori
particolarmente ricchi ed interessanti o a quelli che
l’insegnante ritenga utili per raggiungere determinati
obiettivi curriculari.

Si potranno anche incontrare atteggiamenti negativi di
studenti ed insegnanti nei confronti degli errori, dovuti a
una mentalita deterministica wusuale in matematica o al
ruolo tradizionalmente passivo dello studente.

In sintesi, nonostante una attivita didattica centrata
sull’errore richieda tempo e buona organizzazione e inoltre
possa incontrare ostacoli, €& chiaro che gli errori possono
costituire sia lo stimolo per riesaminare criticamente le
nostre concezioni matematiche sia un punto di partenza per
affrontare alcune questioni metamatematiche.

Si tratta dunque di un’occasione di sfida alla concezione
deterministica della matematica <che pud portare ad
apprezzarne gli aspetti pil umanistici, contribuendo cosi,
notevolmente, a ridurre ansia e timore verso dquesta
disciplina ed a sviluppare invece atteggiamenti positivi e
sicuramente piu aperti al successo.
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CAPITOLO 7

I MODELLI COSTRUTTIVISTI
IL GRUPPO COLLABORATIVO E IL TUTORAGGIO FRA
PARI

1. INTRODUZIONE

Uno dei concetti pit noti nell’ambito della ricerca in
didattica della matematica €& quello di sistema didattico,
costituito dalla terna insegnante, alunno e sapere (e
ambiente) e caratterizzato dalle interazioni tra insegnante
ed alunno relative ad un dato sapere, in una situazione di
insegnamento. E’ quanto si é& descritto in dettaglio nel
Capitolo 1, dove si & precisato che lo stato iniziale del
sistema didattico & quello in cui 1l’insegnante intrattiene
una relazione privilegiata con il sapere, mentre quella
dell’alunno é inadeguata o inesistente. Ricordiamo che dal
punto di vista della relazione con il sapere questa
dissimmetria € cio0 che da senso all’esistenza del sistema
didattico. Lo stato finale del sistema didattico & invece
quello in cui 1l’insegnante come tale & assente e 1l’alunno
intrattiene una relazione privilegiata con il sapere.

Come si pud notare, le definizioni ricordate parlano di
“relazione” in riferimento al livello cognitivo
disciplinare: nella descrizione del sistema didattico non
si tiene conto esplicitamente di relazioni di altro tipo ma
si pone l’accento esclusivamente al piano della disciplina;
non si allude certo, ad esempio, a relazioni in cui le
persone siano presenti come persone “in toto”, compresa
dunque la loro storia e le loro caratteristiche personali.
Questa esigenza tuttavia, cioé la necessita di tener conto
della sensibilita, delle emozioni, delle credenze, delle
scelte e delle risorse delle persone coinvolte nel processo
educativo, & stata condivisa ed evidenziata da numerosi
studi di pedagogia, psicologia e sociologia (si vedano ad
esempio i testi di Demetrio D., Fabbri D., Gherardi S.,
1994).

Nell’ambiente specifico della didattica della matematica si
€ gia visto, nel Capitolo 4, <che il modello del
Costruttivismo Sociale favorisce 1la messa a fuoco, nel

processo di insegnamento-apprendimento, di elementi
interpersonali che vanno al di la della disciplina (si veda
in particolare il paragrafo 5 del Capitolo 4). 1In

particolare in Italia si sono sviluppate, a partire dagli
anni ‘90, alcune ricerche che puntano a costruire modelli
di insegnamento apprendimento che si facciano carico delle



emozioni, percezioni, credenze, storie, aspettative, delle
persone coinvolte nella costruzione di conoscenza (ricerche
del gruppo di R. Zan), partendo dalla convinzione che ogni
atto conoscitivo coinvolga sempre le persone in modo
globale e sia dunque 1impossibile prescindere dalla
considerazione di tale complessita.

Due modelli di insegnamento—apprendimento che si fanno
carico, in modo esplicito, sia della dimensione
disciplinare che della dimensione affettiva e sociale delle
relazioni tra i protagonisti del processo didattico, sono
quelli dell’apprendimento collaborativo e del tutoraggio
fra pari: proprio perché questi modelli non si focalizzano
solo su relazioni di tipo disciplinare ma sono attenti
anche alle relazioni interpersonali di tipo affettivo e
sociale, si pud dunque dire che essi costituiscano una
nuova interpretazione del sistema didattico.

Per illustrare questi due modelli di collaborazione fra
pari si riportano di seguito, spesso alla lettera, le parti
piu significative di tre articoli:

- Insegnare e apprendere cooperando: esperienze e
prospettive, A. Pesci, L’insegnamento della matematica e
delle scienze integrate, Vol. 27A-B n. 6, 2004, pagg. 638-
670;

- L’'attivita di tutoraggio in matematica: esempi di schede
per la riflessione metacognitiva degli studenti, A.
Baldrighi, A. Pesci, L’insegnamento della matematica e
delle scienze integrate, Vol. 34B n. 1, 2011, pagg. 67-86;
- Studi di esperienze collaborative in presenza per una
loro eventuale implementazione on-line, A. Pesci, TD-
Tecnologie Didattiche 19 (3), 2011, pagg. 183-188.

2. I PRINCIPI GENERALI DELL'’APPRENDIMENTO COLLABORATIVO!

L’'apprendimento collaborativo si riferisce ad una modalita
di gestione democratica del processo di insegnamento-
apprendimento, centrata essenzialmente sulle risorse dei
discenti. Negli ultimi decenni si & ampiamente diffusa a
livello internazionale ed & stata applicata ad una notevole
varieta di categorie di persone, dagli alunni in eta pre-
scolare agli adulti in contesti professionali.

In Italia il movimento di diffusione, discussione e
applicazione del Cooperative Learning si e sviluppato dagli
anni 80 e due studiosi, in particolare, ne sono stati al

1 In precedenti lavori ho utilizzato il termine cooperativo come sinonimo di collaborativo, per la
maggiore diffusione del primo termine rispetto al secondo. Dal punto di vista tecnico ¢ preferibile il
secondo, che qui ¢ stato scelto, perché indica in modo specifico che I’obiettivo di ogni gruppo ¢ lo stesso
(tutti puntano alla soluzione dello stesso compito) ma all’interno del gruppo ognuno svolge un ruolo
specifico differente dagli altri. Nella modalita cooperativa la differenziazione dei ruoli non ¢ altrettanto
cruciale. I principi generali esposti nel paragrafo sono comunque comuni sia alla modalita cooperativa

che a quella collaborativa.
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centro: M. Comoglio, dell’Universita Pontificia Salesiana
di Roma e G. Chiari, dell’Universita di Trento, entrambi
coinvolti sia in ricerche scientifiche puntuali che 1in
ampie attivita di diffusione.

In una dettagliata analisi (D. W. Johnson, R. T. Johnson,
M. B. Stanne, 2000) riguardante 1l’'efficacia delle varie
tipologie di apprendimento cooperativo rispetto ad altre
modalita di insegnamento-apprendimento, si fa riferimento
ad oltre 900 studi di ricerca: a tutt’oggi sono dunque
veramente numerose non solo le esperienze condotte in modo
cooperativo ma anche le analisi scientifiche su di esse e
questo mette in evidenza quanto sia ampia la portata del
fenomeno.

Le modalita <che di solito vengono considerate come
contrapposte a quelle di tipo collaborativo sono la
modalita di tipo competitivo, in cui 1l’obiettivo & quello
di raggiungere uno scopo senza che lo raggiungano gli
altri, e quella di tipo individualistico, in cui
l'obiettivo & <che il singolo raggiunga uno scopo
indipendentemente dal fatto che lo raggiungano gli altri.
Nell’analisi citata, in cui si sono considerate ricerche
condotte in America del Nord, Europa, Medio Oriente, Asia
ed Africa, si mette in luce come esse abbiano provato la
maggior validita dell’apprendimento cooperativo rispetto
agli altri metodi. Le variabili che sono state esaminate
nella ricerca sono molteplici e riguardano sia compiti
cognitivi specifici, come ad esempio la memorizzazione, la
capacita di trasferire conoscenze, la produzione di
ragionamenti complessi, sia atteggiamenti verso se stessi e
verso gli altri, come ad esempio l’autostima, il benessere
psicologico, la riduzione di stereotipi e pregiudizi e 1lo
sviluppo di competenze sociali.

Si & detto che l’apprendimento collaborativo & un modello
di insegnamento-apprendimento in cui si combinano i
processi di indagine scientifica con lo sviluppo di
competenze sociali: dunque gli obiettivi da raggiungere non
si giocano solo sul piano disciplinare ma anche su quello
sociale, ponendo una inevitabile enfasi sulle relazioni che
si stabiliscono tra le persone.

E’ questo un aspetto innovativo centrale: 1’insegnante di
classe & da sempre stato ritenuto responsabile del livello
cognitivo raggiunto dai suoi studenti nella disciplina di
cui & specialista, ma non si pud dire altrettanto in
relazione al “clima” della classe a livello psicologico e
sociale; le eventuali tensioni e i conflitti tra specifici
individui o tra particolari gruppi di studenti, le
convinzioni degli alunni sui valori veicolati dalla scuola,
i loro atteggiamenti verso il mondo scolastico o verso la
societa in generale, non sono mai stati ritenuti oggetto di
riflessione da parte degli insegnanti disciplinari, né
tantomeno collegabili ai compiti stessi degli insegnanti.
E’ chiaro dunque che l’apprendimento collaborativo
costituisce una effettiva evoluzione tra i modelli di



insegnamento-apprendimento, proprio per la globalita e la
complessita con cui affronta 1l’analisi dei processi
educativi, facendosi anche carico della qualita delle
relazioni personali al 1loro interno. Nell’ambito delle
teorie costruttiviste, non solo ad esempio nella teoria
delle situazioni didattiche (Capitolo 5), che & molto
centrata sulle relazioni cognitive disciplinari, ma neppure
nell’”Inquiry” (Capitolo 6) o nel costruttivismo sociale
(Capitolo 4), dove sono piu evidenti i richiami alla
necessita di sviluppo di relazioni interpersonali, non e
cosl esplicita 1l’urgenza del riferimento alla doppia
polarita, disciplina - relazione tra persone, assunta come
irrinunciabile in questo modello.

Un’altra ragione, di natura meno generale ma non per questo
meno significativa, che contribuisce a dare significativita
all’apprendimento collaborativo e il fatto che con questa
modalita la discussione di <classe risulta molto ben
organizzata e in ultima analisi dunque facilitata.
L’'importanza di argomentare e discutere in classe & stata
ampiamente sottolineata dalla ricerca didattica, in
particolare a livello nazionale: basta ricordare ad esempio
gli studi sviluppati da M. G. Bartolini Bussi e M. Boni
(1991, 1995), i contributi di wvari gruppi di ricerca
raccolti in L. Grugnetti, R. Iaderosa, M. Reggiani (1996) o
le analisi di specifiche situazioni didattiche (R. Garuti
et al., 2000, A. Pesci, 2000, 2002, M. A. Mariotti et al.,
1998).

Ricordiamo <che anche 1le indicazioni nazionali per
l’insegnamento della matematica, sia in riferimento al
primo ciclo (primi otto anni di scolarita, Indicazioni del
2007 e del 2012) che al secondo ciclo (scuola secondaria di
secondo grado, Programmi del 2009 e del 2010) indicano
esplicitamente tra gli obiettivi quelli di saper formulare
e condividere ipotesi, argomentare e discutere fra pari,
confutare o dimostrare congetture.

Cido che emerge dalle ricerche svolte sul tema della
discussione e argomentazione fra pari € che in ogni caso 1la
conduzione di un adeguato confronto in classe risulta un
compito molto difficile: spesso l’insegnante non riesce a
dare a tutti la possibilita di esprimersi, non & molto
abile a sollecitare gli interventi di chi non & abituato ad
intervenire spontaneamente, non €& sempre in grado di
cogliere gli interventi dei ragazzi che potrebbero dar
origine a sviluppi produttivi, non riesce ad essere
sufficientemente attento alle dinamiche sociali della
classe, ha difficolta a gestire i tempi nel modo piu

opportuno.

Attraverso i gruppi collaborativi, almeno nella
interpretazione che ne abbiamo dato nelle nostre
esperienze, abbiamo constatato che 1la discussione di

classe risulta molto semplificata, in quanto la fase finale
di discussione avviene soprattutto fra gruppi (e quindi su
un numero limitato di proposte), dopo che all’interno di
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ogni singolo gruppo si €& gia discusso e condiviso un
prodotto finale. Il coinvolgimento dei ragazzi avviene
dunque in due momenti successivi, uno all’interno del
singolo gruppo e uno in fase di discussione di classe,
facilitando sia il ©processo di produzione di quanto
richiesto che quello di confronto e discussione collettiva.
Tutto cid risultera piu chiaro nel paragrafo successivo,
quando si entrera nel dettaglio della prassi che abbiamo
adottato per realizzare in classe i gruppi collaborativi.

Vediamo ora di richiamare le idee centrali su cui si é
sviluppato questo movimento educativo.

I ricercatori che si sono occupati di tracciare lo sviluppo
storico del Cooperative Learning fanno spesso riferimento a
J. Dewey, K. Lewin e M. Deutsch come ai padri di gquesto
modello educativo.

Secondo la filosofia educativa di Dewey (1943, prima
edizione 1899) & essenziale che si pensi al processo di
insegnamento-apprendimento considerando sia gli aspetti
cognitivi che quelli motivazionali e socio-interattivi: la
scuola, in tutti i suoi processi, dovrebbe funzionare come
una societa democratica e gli studenti, come i cittadini di
una societa democratica, dovrebbero prender parte alla
progettazione del loro ambiente scolastico e delle 1loro
attivita di apprendimento, da sviluppare prevalentemente in
modo collaborativo.

Anche Lewin (1935) e Deutsch (1949), i cui contributi
nell’ambito della psicologia sociale dei gruppi sono
ritenuti fondamentali, concordano sulla necessita di
impostare l’educazione in modo cooperativo per migliorare
la societa. Il primo sottolined in modo particolare
1’importanza delle interazioni con gli altri e delle
caratteristiche organizzative dell’ambiente come elementi
determinanti per l’'interpretazione del comportamento umano:
cio che facciamo in wun dato contesto €& influenzato
profondamente da come questo contesto & organizzato e dai
modi in cui i vari individui si rapportano fra loro.

A Lewin, Deutsch e Vygotsky fanno riferimento i ricercatori
statunitensi R. T. Johnson e D. W. Johnson (1980), che
dagli anni ’70 hanno dato vita ad un vasto movimento di
ricerca e diffusione del Cooperative Learning: il concetto
di interdipendenza positiva introdotto da Deutsch, in
particolare, & stato da loro considerato come 1l’ingrediente
fondamentale per realizzare una esperienza significativa di
apprendimento cooperativo (su questo concetto torneremo tra
breve).

A Dewey e Lewin fanno riferimento i ricercatori israeliani
Y. Sharan e S. Sharan, (1992) considerati anch’essi tra i
principali esponenti del Cooperative Learning: un altro
loro fondamento teorico & costituito da J. Piaget e da
tutta la scuola cognitiva costruttivista, che ha posto
l’accento sull’importanza del conflitto come momento
cruciale per la costruzione di conoscenza da parte



dell’individuo. Durante il dibattito di gruppo gli studenti
dovrebbero imparare a sfruttare in modo positivo i
conflitti e le situazioni di interrelazione come occasioni
finalizzate sia all’apprendimento disciplinare, sia allo
sviluppo di modalita di lavoro cooperativo.

Oggi sono molto numerosi i ricercatori che si occupano di
studiare 1 modelli di apprendimento cooperativo e di
classificarne le varie tipologie: alcuni autori ad esempio
tracciano sei tipologie differenti (M, Comoglio, M. A.
Cardoso, 2000), altri ne individuano dieci (R. T. Johnson
et al., 2000).

In questo contesto non sembra significativo illustrare la
molteplicita di tali modelli e presentare la differente
nomenclatura che 1li individua; € invece importante metterne
in evidenza alcune caratteristiche centrali, sia perché
sono tra le piu condivise, sia perché sono collegate al
lavoro di sperimentazione didattica <che noi abbiamo
realizzato in classe e che altri potrebbero progettare di
realizzare.

Tra le condizioni che sono ritenute necessarie ad un
apprendimento di tipo cooperativo (o collaborativo) c’e
anzitutto 1'interdipendenza positiva, che si raggiunge
quando i membri del gruppo comprendono che la
collaborazione & tale che non pud0 esistere 1l successo
individuale senza il successo collettivo e, di conseguenza,
il fallimento di un solo elemento del gruppo €& un
fallimento per tutti. Ognuno deve essere intimamente
convinto di poter dare un contributo personale utile e
indispensabile alla realizzazione del progetto comune e in
questo modo sviluppa un forte senso di responsabilita che
si traduce in un maggior impegno personale, con conseguenze
positive sull’apprendimento e sulla capacita di lavorare in
gruppo.

Un’altra condizione importante & la definizione e
l’assegnazione di ruoli a ciascun componente del gruppo
collaborativo: 1la ripartizione di competenze sociali e
disciplinari tra i membri del gruppo favorisce 1la
collaborazione e 1l’interdipendenza, assicura che le abilita
individuali vengano wutilizzate per il lavoro comune e
riduce la possibilita che qualcuno si rifiuti di cooperare
o tenda a dominare gli altri.

In questo ambito é essenziale precisare la differenza tra
lo status di un individuo e il ruolo a lui attribuito: il
ruolo €& assegnato per via gerarchica da una autorita, ad
esempio dall’insegnante, invece lo status €& quello che
viene riconosciuto ad una persona dalla societa, non solo
in riferimento alle sue doti intellettive o alle sue
caratteristiche personali, ma anche alla sua condizione
sociale. Alle <caratteristiche di status sono legate
aspettative generali di competenza, condivise non solo dal
gruppo ma anche dall’individuo stesso e questo potrebbe
essere un ostacolo in relazione agli obiettivi che si
vogliono raggiungere nel lavoro collaborativo: chi e
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considerato di livello “basso” tende ad intervenire meno di
chi é considerato di 1livello *“alto” e quindi ha meno
occasioni per sviluppare la sua competenza, consolidando
ulteriormente il suo “basso” livello (E. G. Cohen, 1984).
Con l’attribuzione di un ruolo ad uno studente si da piena
attuazione alla sua autonomia, cioé lo si autorizza a
prendere delle decisioni, a valutare e a controllare.
Quando pil ruoli agiscono contemporaneamente si viene a
stabilire una situazione di pari autorevolezza, che mette
in atto il protagonismo delle persone, cioé la personalita,
le emozioni, la capacita di decidere e gestire 1le varie
competenze.

I1 riconoscimento di un ruolo da parte dei compagni, che
avviene a prescindere dalle difficolta della persona e si
attua attraverso le relazioni interpersonali, favorisce il
superamento di eventuali problemi (come ad esempio una
scarsa autostima, la mancanza di regolazione, il senso di
non efficacia) che solo attraverso lo status non sarebbe
possibile affrontare (L. Vianello, 2003).

Un’altra componente ritenuta essenziale nell’attuazione di
un apprendimento collaborativo riguarda le abilita sociali:
una efficace gestione delle relazioni interpersonali
richiede che gli studenti sappiano sostenere un ruolo di
guida all’interno del gruppo, prendere decisioni,
esprimersi e ascoltare, chiedere e dare informazioni,
stimolare la discussione, sapere mediare e condividere,
sapere incoraggiare ed aiutare, facilitare la
comunicazione, creare un clima di fiducia e risolvere
eventuali conflitti. Queste abilita vanno insegnate con la
stessa consapevolezza e cura con cui si insegnano le
abilita disciplinari.

In relazione al problema della valutazione l'apprendimento
collaborativo richiede <che si considerino i risultati
raggiunti sia a 1livello individuale che a 1livello di
gruppo. Il lavoro di gruppo si conclude sempre con una
valutazione individuale degli aspetti disciplinari e
relazionali, di solito affidata all’insegnante, ma & anche
importante che ci sia una fase di discussione in cui ogni
gruppo possa valutare cid® che ha prodotto attraverso il
confronto con gli altri. La valutazione del gruppo in
quanto tale, espressa anche attraverso le note degli
osservatori (come si vedra nel paragrafo che segue)
costituisce una forte motivazione per i suoi membri a
migliorare la qualita del lavoro collaborativo e questo,
inevitabilmente, si traduce in un progresso individuale.

Da quanto esposto emerge chiaramente quanto sia essenziale
il ruolo dell’insegnante di classe. Accanto alle competenze
disciplinari assumono una importanza decisiva anche le
competenze sociali. In relazione ad esse l’insegnante, ad
esempio, deve prendere decisioni per la formazione dei
gruppi, sviluppare negli studenti le competenze sociali di
cui si & gia detto, controllare 1l'’adeguatezza del lavoro di
gruppo, intervenire con suggerimenti opportuni, favorire la



discussione, promuovere interventi e valutare i risultati
ottenuti.

A conclusione di questo paragrafo pud essere interessante
esporre, 1in sintesi, quali sono i vantaggi di tipo
disciplinare e di tipo relazionale che 1la letteratura
evidenzia come propri dell’apprendimento cooperativo.

Dal punto di vista disciplinare:

* maggiore motivazione verso i contenuti, migliore
relazione con la disciplina e aumento del lavoro
personale;

* maggiore autonomia nell’acquisizione e nell’utilizzo
delle conoscenze;

* aumento di abilita metacognitive e conseguente
potenziamento delle strategie di studio;

* maggiore autonomia nelle scelte;
* maggiore capacita critica e di sintesi;
* aumento del senso di autoefficacia.

Dal punto di vista relazionale:

* maggiore capacita di lavorare in gruppo nella
realizzazione di un progetto comune;

* aumento delle occasioni per condividere con i compagni
sentimenti, aspirazioni, difficolta, soddisfazione;

* aumento delle relazioni positive con i compagni;

* maggiore capacita di affrontare problemi interpersonali e
di risolvere situazioni conflittuali;

* aumento delle possibilita di esperire ruoli differenti
con la conseguenza di sviluppare una migliore percezione di
se stessi;

* maggiore tolleranza e <capacita di comprensione e
accettazione degli altri.

3. LA DEFINIZIONE DEI RUOLI NEL GRUPPO COLLABORATIVO

Nella nostra interpretazione della modalita collaborativa
ci siamo attenuti, con poche modifiche, alle indicazioni di
L. Vianello, psicoterapeuta che ha lavorato a lungo con il
CSA e l'Universita di Venezia: all’origine il modello era
stato ideato per corsi di formazione sull’educazione alla
salute, negli anni ’'85-86, poi & stato applicato in
contesti educativi piu ampi (scuola primaria e secondaria)e
pubblicato per la prima volta nel testo di Locatello e
Meloni (2003), dove si descrivono esperienze svolte nella
scuola elementare.

Ogni gruppo collaborativo prevede cinque o sei elementi,
per ciascuno dei quali c’é un compito disciplinare, comune
a tutti, da portare a termine in collaborazione, ed
inoltre un ruolo specifico da svolgere, da scegliere tra i
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seguenti (i profili di ruolo sono riportati in dettaglio
nell’Allegato a fine Capitolo):

orientato al compito: & la persona che deve fare in modo
che il suo gruppo raggiunga il migliore risultato
possibile. Si occupa dunque di tradurre il compito in un
adeguato piano di lavoro, di fare in modo che nessuno si
disperda su aspetti secondari del problema, di fare il
punto della situazione e di sollecitare il gruppo a
prendere decisioni;

orientato al gruppo & la persona responsabile del clima
comunicativo nel gruppo. Deve dunque fare in modo che tutti
partecipino positivamente alla soluzione del compito,
incoraggiando chi sembra in difficolta, facendo in modo che
i vari interventi siano equilibrati nei tempi e nei modi e
sdrammatizzando eventuali conflitti;

memoria: nel gruppo €& la persona responsabile della
verbalizzazione scritta dei risultati raggiunti. Durante il
lavoro ripete le decisioni condivise, chiede conferma delle
formulazioni parziali dei risultati e della relazione
finale, in accordo con tutti i componenti del gruppo ma
soprattutto con il relatore;

relatore: & il responsabile per il gruppo della relazione
orale sugli esiti del lavoro svolto collaborativamente.
Concorda dunque, in particolare con la memoria, la versione
finale scritta dei risultati raggiunti e ne da lettura in
fase di presentazione finale a tutta la classe;

osservatore: ¢é& il responsabile dell’osservazione del
processo interattivo nel gruppo. Osserva se ognuno svolge
attivamente e adeguatamente il compito, ad esempio senza
prevaricare gli altri, se ognuno svolge opportunamente il
proprio ruolo e se 1le fasi del lavoro vengono tutte
realizzate. Prende appunti su quanto ha osservato e ne da
comunicazione direttamente a tutta la classe nella fase di
discussione finale. Nel caso di sei componenti nel gruppo,
€ preferibile che sia duplicato proprio il ruolo
dell’osservatore, in modo da disporre di piu punti di vista
in merito alla conduzione dell’attivita; nel caso invece
sia necessario formare gruppi di quattro persone e
preferibile far coincidere il ruolo della memoria con
quello di relatore, per l’analogia dei loro compiti.

E’ da rilevare che l'osservatore partecipa alla soluzione
del compito disciplinare ma lo svolgimento del suo ruolo
non & esplicito: egli osserva il comportamento dei compagni
e prende appunti ma non 1li riferisce al gruppo, 1li
riferisce alla fine a tutta la classe. L’osservatore deve
conoscere bene le competenze richieste ai compagni per
svolgere i vari ruoli ed é& una figura molto importante
perché la sua posizione gli consente di esprimere giudizi
sugli altri. Se ad esempio in una classe ci fosse un alunno
in difficolta per una scarsa stima di sé, potrebbe essere



utile fargli rivestire questo ruolo: trovandosi in una
situazione riconosciuta dal gruppo dei pari che 1lo
legittima ad osservare e valutare 1 compagni, potrebbe
sviluppare competenze che andrebbero ad influire
positivamente sulla sua autostima.

Una nota tecnica, che comunque non €& priva di importanza, e
che ognuno, per facilitare il riconoscimento del proprio
ruolo sia da parte dell’insegnante che da parte dei
compagni, abbia un cartellino con il nome preciso del ruolo
che riveste: si tratta di un efficace segno esterno che
favorisce sia l’assunzione che il riconoscimento del ruolo.

Il ruolo previsto per l’insegnante & quello di supervisore:
al di la dell’organizzazione del lavoro fuori della classe
(scelta del compito disciplinare, scelta dei criteri di
costituzione dei gruppi, preparazione del materiale
didattico), in classe, durante il lavoro collaborativo, non
deve dare suggerimenti relativi alla soluzione del compito
disciplinare assegnato ma essere particolarmente attento ai
processi interrelazionali. Se si accorge ad esempio che
qualcuno non svolge adeguatamente il suo ruolo gli si
avvicina e gli da qualche utile suggerimento, a bassa voce,
cosl che solo l’interessato possa sentire. In questo modo
l’insegnante diventa complice dei suoi allievi, creando un
rapporto piu personale e piu paritario.

A conclusione delle attivita a gruppi si svolge, come poi
sara ancora precisato, la discussione di classe e in questa
fase il ruolo dell’insegnante & senza dubbio complesso e
decisivo per la riuscita di tutta l'’esperienza. Occorre

dosare opportunamente il tempo degli interventi,
focalizzare 1l’attenzione della classe sui nodi centrali
delle questioni affrontate, riprendere adeguatamente

discussioni 1lasciate 1in sospeso, favorire wuna sintesi
condivisa delle soluzioni emerse.

Nella modalita presentata si hanno dunque, in una classe,
un certo numero di gruppi, di solito da quattro a sei, che
si impegnano tutti sullo stesso compito disciplinare,
assegnato dall’insegnante o emerso da questioni proposte
dagli alunni stessi: durante lo svolgimento del compito in
ciascuno dei gruppi i componenti assumono, a rotazione, i
ruoli descritti. La rotazione dei ruoli & essenziale, in
modo che ognuno possa fare esperienza di compiti differenti
e possa quindi dare accesso e sviluppo a risorse personali
differenziate e talvolta nascoste.

I1 riconoscimento di un ruolo specifico ad una persona da
parte degli altri si pud considerare un po’ la chiave della
struttura organizzativa descritta: questo permette di
sviluppare la propria autonomia nel prendere decisioni,
valutare e controllare, sentendosi autorizzati a svolgere
determinati compiti, tutti funzionali al raggiungimento
dell’obiettivo comune.

I1 riconoscimento dell’importanza dell’assunzione di un
ruolo con compiti specifici €& un risultato abbastanza
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recente nel campo educativo ed oggi connota in modo del
tutto nuovo la modalita del lavoro di gruppo, almeno nei
termini che noi stiamo sviluppando.

Negli anni ‘60, in cui si & cominciato a riconoscere e
studiare l'efficacia pedagogica del lavoro in
collaborazione, Bruner riteneva che andasse incoraggiato
“un metodo che si avvicini approssimativamente ad un
reciproco scambio tipico di un “seminario”, in cui la

discussione e il veicolo dell’istruzione. Questa é
reciprocita...” e riconosceva che quando si opera in gruppo
alcuni ruoli specializzati vengono a svilupparsi: “il

critico, l’innovatore, il secondo aiutante, il moderatore.”
Sottolineava inoltre che & “proprio esplicando questi ruoli
complementari che i partecipanti acquistano il senso di
operare reciprocamente in un gruppo. Non ha importanza
alcuna se l’allievo, durante questo trimestre, in questo
seminario, svolge un compito piuttosto specializzato e
circoscritto. Tale compito cambiera. Nel frattempo, se egli
riuscira a rendersi conto del contributo da lui dato alla
efficacia del 1lavoro svolto dal gruppo, nel campo della
storia, della geometria o in altro qualsivoglia campo, sara
probabilmente proprio 1lui 1l’alunno pit stimolato ad
apprendere. Sicuramente uno dei ruoli che emergera e quello
dell’aiutante maestro: tolleriamolo, anzi incoraggiamolo.
Esso non potra che attenuare la noia di una classe, in cui
un esperto e la sulla cattedra e tutti gli altri qua giu,
chini sui banchi.” (J. S. Bruner, 1967, p. 194-195).

Appare evidente quanto oggi il discorso si sia sviluppato,
riconoscendo in particolare come l’attribuzione di un ruolo
sia fondamentale per mettere in atto il protagonismo delle
persone, cioé la personalita, le emozioni, la capacita di
decidere e gestire differenti competenze. In questo modo
pud avvenire che si superino eventuali problemi legati allo
status riconosciuto ad una persona dal gruppo di
appartenenza (ad esempio la timidezza o la scarsa efficacia
scolastica) e si sviluppino in modo decisivo le molteplici
intelligenze personali (E. G. Cohen, 1984 e 1999, L.
Vianello, 2003)

Da quanto esposto emerge chiaramente che & importante
conoscere e condividere i compiti relativi ad ogni ruolo e,
soprattutto in fase iniziale, questo richiede un po’ di
tempo per discutere, confrontarsi e circoscrivere
eventualmente i compiti che si ritengono essenziali.

Al termine del lavoro di gruppo si svolge una discussione
di classe nella quale si mettono in comune i risultati
ottenuti e gli eventuali problemi irrisolti. Questa fase
finale prevede anzitutto l’esposizione dei relatori a cuil
segue subito l’esposizione degli osservatori. Solo a questo
punto la discussione & aperta a tutta la classe e il
dibattito si sviluppa sia sugli esiti relativi al compito
disciplinare assegnato che su eventuali problemi di tipo
relazionale emersi nello svolgimento dei ruoli.



E’ dunque evidente che sono continuamente offerte alla
classe occasioni di riflessione sia sulla disciplina che
sulle relazioni interpersonali che si sono costituite.

A conclusione di tutto il lavoro & importante che i ragazzi
siano invitati ad esprimere per iscritto una valutazione
sul lavoro svolto, ad esempio rispondendo individualmente a
domande preparate dall’insegnante, oppure esprimendo piu
liberamente le loro osservazioni sull’esperienza compiuta.

4. SUGGERIMENTI METODOLOGICI E DIDATTICI PER L’ATTIVITA’
IN GRUPPI COLLABORATIVI

I problemi che abbiamo dovuto affrontare nella
realizzazione di attivita in gruppi collaborativi hanno
riguardato sia aspetti prevalentemente metodologici sia
aspetti piu specificatamente didattici. In questo paragrafo
se ne presentano alcuni, scelti tra quelli che in base alle
esperienze realizzate sembrano rilevanti nel determinarne
l’esito.

Le prime due questioni riguardano la formazione dei gruppi
e la preparazione del materiale didattico necessario per
lavorare in gruppo: si tratta quindi di questioni
metodologiche, tuttavia la loro gestione ha ovviamente
grande influenza sull’esito globale dell’esperienza,
andando dunque ad incidere sull’evoluzione sia disciplinare
che sociale dei ragazzi.

Le altre due questioni, su come fare in modo che ogni
ragazzo conservi una traccia personale di tutta l’attivita
disciplinare svolta in <classe e su come osservare e
valutare le relazioni interpersonali fra gli alunni in
questa modalita operativa, sono tematiche specificatamente
didattiche, tuttavia vedremo come anch’esse si ripercuotano
a livello metodologico: 1 due aspetti quindi, quello
metodologico e quello didattico, risultano fortemente
intrecciati, andando a determinare reciprocamente l’esito
di tutta l’esperienza.

La formazione dei gruppi

Il problema di come formare gruppi di lavoro in una classe
€ stato ampiamente dibattuto e non & questa la sede per
esaminare nel dettaglio le varie possibilita: & noto ad
esempio che si possono avere gruppi omogenei o gruppi
eterogenei, a seconda del tipo di compito disciplinare,
degli obiettivi che si vogliono raggiungere, delle
caratteristiche della <classe. E’ noto, ancora, che
l’'omogeneita o eterogeneita pud essere relativa a
competenze disciplinari o a caratteristiche personali e
sociali.

Puo essere interessante riferire qui come «c¢ci siamo
comportati nelle numerose esperienze che abbiamo svolto,

68



69

proponendo le strategie che abbiamo adottato e alcune
riflessioni.

In alcuni casi gli studenti erano gia abituati ad attivita
in gruppo, soprattutto durante le ore di laboratorio di
informatica e l’'insegnante ha scelto allora di adottare gli
stessi gruppi anche per il lavoro collaborativo in
matematica, confidando nel fatto che ci fosse gia un certo
affiatamento tra i componenti del gruppo su cui impostare
la nuova modalita.

Quando la classe non si era mai suddivisa in gruppi allora
in alcuni casi 1l’'insegnante ha scelto di affidare ai
ragazzi stessi la formazione dei gruppi oppure ha proposto
direttamente la loro composizione: questa seconda modalita
€ stata adottata soprattutto in presenza di marcate
difficolta, o dal punto di vista disciplinare o dal punto
di vista relazionale. Ad esempio, se in una classe c'’erano
alcuni alunni piuttosto turbolenti e autoritari, allora
l’insegnante ha preferito suddividerli in gruppi diversi,
per equilibrare il “clima” globale della classe; in
presenza invece di alunni poco inseriti nella classe e con
scarsi risultati a livello disciplinare, 1l’insegnante ha
cercato di collocarli insieme ad alunni con esito
scolastico abbastanza buono ma anche aperti ai contatti
personali, con l’obiettivo di favorirne sia le relazione
sociali che i progressi disciplinari.

E’ chiaro dunque che nella realizzazione delle nostre
esperienze non abbiamo deciso a priori precise modalita da
seguire, confidando nel fatto che l’insegnante, specie se e
attento alle dinamiche della sua classe, ha molto spesso la
percezione delle scelte pil opportune ed & capace di
adottarle in modo adeguato.

L’'obiettivo generale da perseguire ogni volta €& comungque
quello di avere dei gruppi che siano capaci di collaborare
tra loro, evitando tensioni personali ma mettendo davvero a
frutto le risorse che ognuno €& sollecitato a mettere a
disposizione di tutti.

Comunque si siano formati i gruppi, in presenza di grossi
problemi interpersonali si puo decidere di proporre alla
classe qualche cambiamento di composizione: nelle nostre
esperienze dquesta eventualita si e verificata davvero
raramente e in alcuni casi la presenza di contrasti
personali ha portato 1l’insegnante ad affrontare il problema
esplicitamente con tutta la classe, dedicandovi momenti
specifici di discussione e favorendo la riflessione sulla
importanza di atteggiamenti di accoglienza e tolleranza
verso gli altri.

La preparazione e conservazione
del materiale didattico per ogni gruppo

Prima di entrare in classe per una attivita in gruppi
collaborativi, & necessario che 1’insegnante prepari il



materiale da consegnare ad ogni gruppo, materiale che ora
vorrei precisare in dettaglio.

Dopo che i gruppi si sono formati, in ognuno di essi
vengono distribuiti i 5 ruoli, ciascuno in un foglio
diverso: quest’ultima operazione pud essere fatta dai
componenti stessi del gruppo, a caso o scegliendo secondo
le proprie preferenze, ma senza troppo insistere sulle
inclinazioni di ciascuno, tenendo conto che comunque ogni
alunno deve cambiare ruolo nel compito successivo.

E’ importante che ogni gruppo disponga di 5 fogli, uno per
ogni ruolo, su cui siano precisati i compiti specifici di
quel ruolo: l’elenco completo dei compiti relativi ai ruoli
€ nell’allegato, secondo 1la versione di L. Vianello
(riportata nel testo gia citato di Locatello e Meloni,
2003)

A seconda dei casi, & possibile che l’insegnante riduca gli
elenchi dei compiti, soprattutto all’inizio, quando la
classe non e ancora abituata a questo tipo di attivita,
scegliendo quelli che ritiene piu significativi.

Puo essere opportuno, in alternativa, che 1’insegnante
dedichi un po’ di tempo a discutere, con la classe, come
effettuare tale scelta, ad esempio affidando ad un gruppo
di alunni la scelta dei compiti per l'orientato al gruppo,
ad un altro la scelta dei compiti per la memoria e cosi
via.

Un altro foglio da consegnare al gruppo €& dquello su cui
l’'osservatore scrive le sue note che poi leggera, come gia
precisato, a tutta la classe nella fase di esposizione che
precede la discussione finale: si tratta dunque di un
foglio bianco, con scritto semplicemente “Note
dell’osservatore”.

Ancora, e indispensabile che il compito specifico
matematico che 1la classe, e dunque ogni gruppo, deve
affrontare, sia scritto su un foglio a parte, su cui & bene
precisare anche il nome del gruppo, eventualmente la data e
la classe, e il nome degli alunni che rivestono i vari
ruoli.

I1 compito matematico deve essere espresso in poche
domande, ©presentate nel modo pit diretto e <chiaro
possibile: questa osservazione pud sembrare banale,
tuttavia non ci si rende mai conto abbastanza di gquanta
confusione e dispersione di energie possano essere generate
da una domanda mal posta o da un elenco troppo lungo di
qguestioni.

Nelle nostre esperienze abbiamo sempre preferito scrivere
il compito su un solo foglio, e non prevedere un foglio per
ogni alunno, in modo che la lettura stessa del testo e la
sua interpretazione diventi wun momento da coordinare
insieme, di stretta collaborazione, senza escludere
peraltro momenti di riflessione individuale, da programmare
e rispettare durante lo svolgimento del compito.

Su questo stesso foglio la memoria, in accordo con i
compagni del gruppo e soprattutto con il relatore, scrive
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gli esiti relativi al compito affrontato, che poi saranno
esposti a tutta la classe da parte del relatore prima della
discussione finale.

Si & gia notato quanto sia importante che all’interno di
ciascun gruppo ognuno abbia un cartellino con il nome
preciso del ruolo che riveste, per facilitare il
riconoscimento del proprio ruolo sia da parte
dell’'insegnante che da parte dei compagni: dungque anche
questi cartellini vanno preparati, o dall’insegnante o da
parte degli alunni stessi, come spesso accade vogliano
fare, con vivaci personalizzazioni nell’uso di caratteri e
colori.

L'uso dei cartellini, che in un primo momento potrebbe
apparire infantile, e potrebbe frenare qualche insegnante,
nella maggior parte dei casi ha un effetto inaspettato: al
di la dell’essere funzionale nel ricordare quale ruolo sia
rivestito da ognuno, sembra che marchi con maggior
decisione 1l’assunzione del ruolo, implicando wuna azione
concreta che sancisce con maggiore forza quanto stabilito
gia verbalmente.

Naturalmente se il compito specifico esige 1l’'uso di
materiale didattico come fogli di carta, forbici, carta
millimetrata, calcolatrici tascabili, computer, €& banale
osservare che ogni gruppo deve poterne disporre. Nelle
nostre esperienze che prevedevano l’uso del computer ogni
gruppo disponeva di un solo computer e si & dunque dovuto
coordinare, all’interno di ogni gruppo, anche 1l’uso della
macchina (che e stato regolato spontaneamente dai
componenti del gruppo stesso).

Infine, in base alle esperienze realizzate, mi sembra
interessante che gli insegnanti preparino per ogni gruppo
una cartellina in cui conservare, fin dal primo incontro di
apprendimento collaborativo, tutti i fogli wutilizzati, i
cartellini con 1 nomi ed eventualmente il materiale
didattico comune. Queste cartelline potrebbero essere
diverse, per connotare in modo unico il gruppo di
riferimento e possono essere conservate in classe, se si
dispone ad esempio di un armadio, o raccolte
dall’insegnante o da un alunno che le rende disponibili la
volta successiva. Procedendo nel lavoro questa cartellina
ovviamente si arricchisce di fogli e di oggetti, andando a
tracciare in modo evidente il cammino percorso insieme e
testimoniando concretamente il lavoro compiuto.
L’'appartenenza ad un gruppo, spesso denotato con un nome
illustre scelto dai ragazzi (Gauss, Archimede, Newton,...)
e la presenza della cartellina in classe, quasi sempre
personalizzata (con aggiunta di firme e disegni) sembrano
molto importanti, come segni di affermazione della propria
identita e riconoscimento della propria esistenza in un
dato luogo: €& noto come questi bisogni siano fondamentali
per ogni individuo e dunque dquanto sia importante non
sottovalutarli, focalizzando l’attenzione anche ai



particolari che determinano quello che, piu generalmente,
viene chiamato setting dell’esperienza.

La traccia, per ogni alunno, del lavoro disciplinare svolto

~

Nel corso delle esperienze svolte in <classe si e
manifestata presto l’esigenza di studiare come fare in modo
che ogni alunno, individualmente, possa conservare la
traccia di tutta l’attivita svolta nel gruppo collaborativo
e soprattutto la formulazione delle conclusioni concordate
alla fine della discussione di classe, che chiude i lavori
di gruppo e le esposizioni di relatori e osservatori.

E’ inutile osservare 1l'importanza didattica di questa
traccia: nel compito assegnato non si tratta di risolvere
semplicemente degli esercizi ma di riflettere su questioni
fondamentali, che diventano parte della teoria che insieme
si ripercorre o si costruisce. Un semplice esercizio puo
essere risolto da soli, anche a casa, ma nel gruppo
collaborativo ha senso affrontare wuna questione piu
complessa, che ha bisogno delle risorse di tutti e su cui
l’insegnante ritiene indispensabile investire tempo e
energie: almeno gquesto €& il modo in cui noi abbiamo
interpretato l’insegnamento-apprendimento collaborativo.
Ogni insegnante ha proposto soluzioni personali a questo
problema, anche in relazione al tipo di compito matematico
affrontato.

Ad esempio, nel caso del teorema di Pitagora (A. Baldrighi
et al., 2004, esperienza qui riportata nel Capitolo 10), a
conclusione di ciascuna delle due dimostrazioni proposte
nei gruppi, dopo la discussione di classe e il confronto
delle differenti strategie dimostrative emerse, i ragazzi
hanno scelto quella che sembrava preferibile per semplicita
e argomentazioni richieste, ne sono stati puntualizzati i
passi alla lavagna, utilizzando le proposte dei vari gruppi
e se ne & ottenuta un’unica versione, che ciascuno ha
trascritto sul proprio quaderno.

Nel caso di un’esperienza sulla costruzione della formula
risolutiva delle equazioni di secondo grado, poiché il
compito richiedeva che ogni alunno riflettesse su alcuni
passaggi algebrici proposti, che richiedevano di avere
tutta l’espressione sotto gli occhi, l’insegnante, insieme
alla formulazione del compito, unica per ogni gruppo, ha
preparato anche fotocopie individuali di tali espressioni:
ognuno doveva incollarle sul proprio quaderno, esaminarle
secondo le indicazioni date e poi discutere e concordare
con gli altri componenti del gruppo 1 passaggi da
effettuare.

A conclusione poi della discussione finale di classe ogni
alunno avrebbe scritto quanto deciso insieme ancora sul
proprio quaderno, avendo dunque a disposizione anche 1la
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versione condivisa da tutti, arricchita di tutte Ile
osservazioni e argomentazioni proposte.

Ogni insegnante pud dunque adottare strategie personali,
anche in riferimento a cido che ritiene piu efficace e piu
consono al tipo di attivita proposta, non trascurando
tuttavia questo passaggio. In questo modo riteniamo che
l’attivita collettiva possa diventare conoscenza personale,
scritta, cui poter ricorrere individualmente in seguito per
ulteriori riflessioni e rielaborazioni o semplicemente per
rinforzo alla propria memorizzazione.

L'osservazione e valutazione delle relazioni interpersonali

In analisi precedenti (A. Baldrighi et al., 2003) si & gia
osservato diffusamente come la valutazione
nell’apprendimento collaborativo sia un momento importante
e decisamente piu complesso di quanto non lo sia di solito,
poiché non si tratta di verificare solo il 1livello
qualitativo e quantitativo dell’apprendimento, ma di
monitorare anche il progresso delle competenze sociali che
mediano i processi di apprendimento. Inoltre,
1’apprendimento collaborativo richiede che si considerino i
risultati raggiunti sia a livello individuale che a livello
di gruppo.

E’ proprio nell’affrontare il problema della osservazione e
dello sviluppo delle competenze relazionali e sociali che
abbiamo incontrato gli ostacoli pit significativi, non
disponendo sostanzialmente di una preparazione di base
sufficiente, a differenza di quanto accadeva invece sul
versante disciplinare.

Si sono dunque resi necessari, e sono tuttora in fase di
sviluppo, studi e riflessioni specifiche su queste
tematiche, con 1la produzione di alcuni materiali di
supporto.

In particolare, in riferimento al gruppo, si era rivelata
di difficile gestione l'osservazione e la valutazione del
comportamento sociale degli allievi.

In una prima esperienza c¢i si era posto, fin dall’inizio,
il problema di come registrare fedelmente i comportamenti
degli allievi in gruppo, cercando di rilevare
progressivamente lo sviluppo di particolari competenze
sociali. Durante lo svolgimento del 1lavoro, l’insegnante,
coadiuvata da un osservatore esterno (laureanda), aveva
osservato gli studenti e, talvolta, al termine delle
lezioni, aveva annotato in brevi appunti la ricostruzione
di alcuni avvenimenti, cosi da poter riesaminare la
situazione.

A conclusione dell’esperienza, la valutazione delle abilita
sociali era avvenuta sulla base del ricordo dell’insegnante
e dell’osservatore esterno e delle parziali osservazioni
qualitative condotte. Le note registrate al termine delle
lezioni erano perdo risultate piuttosto frammentarie e



condizionate dalle convinzioni e dai giudizi
dell’osservatore. Ci era dunque sembrato importante
elaborare qualche specifico strumento di supporto.

Per una valutazione sistematica del lavoro di gruppo
avevamo cosl predisposto una griglia per l'osservatore, che
allo stesso tempo guidasse la sua osservazione,
agevolandola, ma anche fornisse all’insegnante notizie
utili circa l’andamento delle relazioni interpersonali: il
numero e la qualita degli interventi, registrati sulla
scheda, avrebbe consentito una lettura agevole di come si
fosse sviluppata l’attivita di gruppo.

Adottata tale griglia nelle esperienze successive, era
stato osservato dalle insegnanti che spesso chi rivestiva
il ruolo dell’osservatore completava solo alla fine la
scheda, mettendo qua e la alcune “crocette”, apparentemente
a caso o forse in base alla memoria. In alcuni casi si era
notato che i compagni stessi reclamavano la presenza di
“crocette” relativamente alla loro casella. Era dunque
evidente che lo strumento era stato interpretato in molti
casi come messaggio all’insegnante esclusivamente ai fini
di una valutazione, inficiando del tutto la significativita
della rilevazione.

Abbiamo dunque deciso di eliminare la griglia di
osservazione, lasciando bianca la scheda per le note dell’
osservatore.

Non volendo pero rinunciare a prestare particolare
attenzione alla evoluzione delle relazioni interpersonali,
abbiamo concordato di dedicare, ad esempio ogni due mesi,
un momento di lavoro specifico per commentare lo svolgere
dell’attivita collaborativa.

Si & cosl preparato un questionario, con domande abbastanza
aperte per lasciare esprimere gli studenti pit liberamente.
Ecco le domande del questionario:

1. Molti dicono <che 1l’apprendimento collaborativo
richiede piu impegno ma risulta piu efficace: qual & la tua
opinione dopo l’esperienza svolta?

2. Come ti sei sentito durante i lavori di gruppo?

3. Cosa pensi della discussione di classe a conclusione
dei lavori di gruppo? Come ti sei sentito durante le varie
discussioni?

4. Cosa ti & piaciuto di piu dell’esperienza compiuta?
Perché?

5. Cosa ti & piaciuto di meno dell’esperienza compiuta?
Perché?

6. Hai considerazioni da aggiungere?

In relazione invece alla osservazione della partecipazione
degli alunni in fase di discussione finale, abbiamo
elaborato e sperimentato pit volte wuna griglia che
consentiva di registrare 1la frequenza, per ogni alunno,
degli interventi, distinguendo anche tra interventi
spontanei oppure sollecitati dall’insegnante. Ci sembra
abbia dato risultati interessanti, sia 1in riferimento
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all’atteggiamento degli studenti che in relazione alle
strategie adottate dall’insegnante, con conseguenti
suggerimenti per eventuali modifiche nell’attivita
didattica successiva.

Durante la discussione finale, che risulta sempre un
momento piuttosto complesso da gestire, pud accadere che
l’insegnante non riesca a percepire correttamente quanto e
come ogni alunno intervenga: spesso si & molto concentrati
a cogliere i collegamenti tra le varie proposte degli
alunni, a scegliere quegli interventi che sembrano piu
opportuni da riproporre alla classe per fare il punto della
situazione o per far emergere eventuali conflitti o per
sollecitare sintesi significative.

Una riflessione successiva su questa griglia riassuntiva
pud invece offrire l’occasione di utili ripensamenti, sia
in riferimento agli atteggiamenti degli studenti, sia, di
conseguenza, in relazione alle strategie didattiche da
adottare.

Ad esempio, se risulta che ci sono numerosi interventi solo
per uno o due alunni e sono poco numerosi, o nulli, gli
interventi di tutti gli altri, & chiaro che la discussione
€ stata troppo polarizzata da questi studenti: pud essere
preferibile, le volte successive, sollecitare diversamente
gli interventi, ad esempio invitando ciascuno a parlare
brevemente, sia per concordare sia per esprimere
disaccordo. Pud essere anche utile avviare la discussione
cominciando a dare la parola, tra chi la richiede, a chi di
solito si esprime di meno.

E’ quasi inutile poi osservare che 1l’esame qualitativo
degli interventi, oltre ad essere funzionale alla
valutazione della qualita della partecipazione di ogni
studente, mette anche in evidenza le azioni
dell’insegnante: 1la dove mancassero costantemente (cioé in
pit schede) segni di intervento relativi ad uno o due
studenti, sarebbe evidente che 1l’alunno non ha mai chiesto
la parola ma neppure e stato mai interpellato
dall’insegnante. Quando si & verificata una tale situazione
nelle nostre esperienze c’é stato anzitutto lo stupore
dell’insegnante, che non se ne era reso conto prima e non
aveva certo programmato di non consultare lo studente o gli
studenti in questione, ma soprattutto c’é stato un
cambiamento per gli incontri successivi, con la messa a
punto di strategie mirate proprio alla loro partecipazione.

5. IL TUTORAGGIO FRA PARI

L’'idea di fondo che accomuna il tutoraggio fra pari e il
modello collaborativo € la convinzione che 1l’assunzione di
ruoli all’interno di un gruppo o di una coppia renda gli
alunni corresponsabili del proprio apprendimento,
favorendolo in modo significativo.



Entrambi i modelli, inoltre, anche se in modo
differenziato, come vedremo, puntano esplicitamente sia
allo sviluppo della competenza matematica degli studenti
sia al miglioramento delle 1loro abilita comunicative e
delle relazioni interpersonali.

E’ l’attenzione a questo duplice piano, quello disciplinare
e quello sociale, che rende entrambi i modelli da un lato
molto impegnativi da realizzare nella pratica della lezione
di matematica, ma da un altro lato molto promettenti dal
punto di vista educativo, per l’'ampiezza degli orizzonti in
cui si collocano gli interventi didattici e 1l'ampiezza,
dunque, degli aspetti formativi coinvolti.

Le esperienze che abbiamo sviluppato nella scuola
secondaria attraverso il tutoraggio sono nate e si sono
sviluppate a seguito dell’utilizzo del modello di
insegnamento-apprendimento collaborativo, nella direzione
specifica di un recupero di competenze disciplinari da
parte di alunni in difficolta e di wuna maggiore
responsabilizzazione di tutti gli studenti (con o senza
difficolta) in questo processo.

Partendo dalla constatazione che gli esiti di corsi di
recupero extracurricolari risultano spesso poco efficaci e
sono deludenti anche per gli insegnanti (Torresani, 2008;
Cusi, 2007) si e deciso di pianificare interventi che
coinvolgessero tutta la <classe, <con 1l’obiettivo di
recuperare le competenze degli studenti in difficolta e
allo stesso tempo potenziare le competenze degli studenti
piu capaci.

Quando l’insegnante si accorge che un buon numero dei suoi
alunni non riesce a dominare una competenza specifica
importante (ad esempio operare con le frazioni, oppure
interpretare un problema, gestire in modo significativo la
rappresentazione grafica di wuna situazione, ecc.) puod
organizzare una attivita di “tutoraggio”, cioe di
collaborazione reciproca fra compagni.

Nelle nostre esperienze abbiamo adottato, essenzialmente,
una delle due seguenti modalita:

a) il “tutoraggio fra compagni”, cioe l’attivita che si
svolge in collaborazione tra due (o tre) alunni, nel caso
che il ruolo di tutor e alunno emergano in base agli esiti
di una precedente prova individuale (ad esempio un compito
in classe) e risulti che una parte della classe & capace o
abbastanza capace di gestire la competenza considerata e
l’altra parte della classe evidenzi difficolta. In questo
caso, dunque, le motivazioni per l’assunzione del ruolo di
tutor oppure alunno sono esplicite a tutti, perche legate
agli esiti ottenuti nella prova individuale. In dquesta
situazione, per sollecitare e guidare la riflessione dei
ragazzi sull’attivita matematica in atto o conclusa, si
sono preparate per loro schede differenti a seconda dei due
ruoli (presentate e commentate al paragrafo successivo);
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b) il *“tutoraggio reciproco”, cioé una attivita che si
svolge ancora in collaborazione tra due (o tre) alunni ma
senza la distinzione esplicita dei due ruoli, abbinando
tuttavia, in Dbase al giudizio o alle previsioni
dell’insegnante (o anche chiedendo agli alunni 1la 1loro
disponibilita) un alunno abbastanza competente a un altro
meno competente, relativamente ad una specifica attivita
che si intende proporre. In questo caso si sollecita una
maggiore collaborazione tra pari, anche se i ruoli di tutor
e alunno possono senza dubbio emergere o intrecciarsi?. In
questa situazione, per sollecitare e guidare la riflessione
dei ragazzi sull’attivita matematica in atto o conclusa, si
€ preparato per loro un’unica scheda (presentata e
commentata al paragrafo successivo).

In entrambe le modalita, dopo una adeguata preparazione
della classe, l’'insegnante procede alla formazione di
coppie o terne in cui ci sia un'’apprezzabile differenza di
rendimento scolastico e in cui si ritenga anche possibile
la nascita o il consolidamento di rapporti interpersonali.
L’'insegnante concorda poi con la classe un programma di
lavoro che preveda la scansione dei contenuti in relazione
ai tempi previsti. Le esperienze di tutoraggio su uno
specifico contenuto disciplinare si svolgono di solito in
pochi incontri, dopo i quali si propone alla classe un
momento di verifica.

Compito dell’insegnante & quello di predisporre i materiali
per il recupero (ad esempio schede contenenti attivita di
difficolta graduale, elaborate dal docente o reperite su
testi).

Durante l’attivita dei piccoli gruppi & bene che
l’insegnante non si pronunci in merito al compito
matematico assegnato, rimandando alla discussione
collettiva confronti e commenti.

E’ importante che ogni ragazzo dedichi all’esperienza un
apposito quaderno, sul quale riportare tutta 1l’attivita
svolta in classe e i1 lavori assegnati per casa, cosl da
disporre di una raccolta consultabile individualmente e da
parte dell’insegnante.

Tra i requisiti necessari alla riuscita di un progetto di
tutoraggio, sia nel caso a) che nel caso b), non bisogna
dimenticare le abilita sociali necessarie alla costruzione
di una buona relazione personale ai fini dell’efficacia del
lavoro. E’ necessario, per l’'insegnante e per gli studenti,
anche se in modi diversi, imparare ad ascoltare,
comprendere cio che 1l’altro propone, formulare eventuali
richieste di chiarimento, favorire l’emergere di strategie
e condividere l'’elaborazione di un risultato.

Durante l'’esperienza di tutoraggio il docente rimane a
disposizione come esperto, che chiarisce ad esempio
eventuali dubbi ai tutors in difficolta e come supervisore,
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attento alle dinamiche che si sviluppano all’interno di
ogni gruppo e garante del rispetto dei tempi e della
gestione ottimale dell’attivita.

All’alunno tutor sono richieste diverse abilita cognitive:
saper dare suggerimenti e spiegazioni, saper gestire il
materiale individuando gli argomenti sui quali il proprio
allievo ha bisogno di esercizi di rinforzo, verificare e
registrare i risultati. Saper ascoltare & comungque
fondamentale, come gia sottolineato, quando si vuole
collaborare positivamente, dunque sia nel caso del
tutoraggio fra compagni <che nel caso del tutoraggio
reciproco.

6. L’ATTIVITA DI TUTORAGGIO PUO FAVORIRE LA RIFLESSIONE
METACOGNITIVA

Nelle esperienze didattiche che abbiamo realizzato con la
modalita del tutoraggio fra pari ci & stato possibile,
attraverso 1l’elaborazione di specifiche schede per gli
studenti, far sviluppare una particolare attenzione sia ai
propri processi di pensiero sia ai processi di pensiero dei
compagni: questa attenzione & stata diretta ad entrambi gli
aspetti che sono centrali nei modelli di insegnamento-
apprendimento collaborativi, cioé quello disciplinare e
quello interpersonale.

E’ interessante segnalare che nella ricerca in didattica
della matematica italiana, 1l’'urgenza della riflessione
metacognitiva, cioeé dell’attenzione ai  processi di
regolazione e controllo del pensiero, sia da parte dei
docenti che degli studenti, & stata da tempo segnalata e
approfondita nei lavori seminali di ricerca di Michele
Pellerey (1990). Dagli stessi anni ’'90 & costante tema di
ricerca in didattica della matematica da parte di Rosetta
Zan (2007) e del suo gruppo.

Le schede <che qui si presentano (alcune precedenti
formulazioni sono apparse in Pesci, 2004 e in Torresani,
2008) sono l’esito di sperimentazioni e revisioni

successive, avvenute nel corso di alcuni anni, con la
collaborazione continua delle insegnanti delle classi in
cui si sono svolte le esperienze didattiche e in base alle
analisi approfondite <che si sono svolte quando le
esperienze stesse sono state oggetto di studio per tesi di
laurea (Boli, 2007, Rocco, 2009, Camera, 2010).

Ulteriori e preziose occasioni di indagine sono stati anche
quattro progetti di ricerca per insegnanti (Bagnari e
Vettorello nel 2008/09, Baldrighi e Crivelli nel 2009/10),
ancora relativi alla realizzazione e analisi di attivita di
tutoraggio nella scuola secondaria (di primo e secondo
grado) e gli incontri quindicinali avvenuti sugli stessi
temi, durante i medesimi anni scolastici, con un gruppo di
una decina di insegnanti nell’ambito dell’iniziativa
“Matematica e difficolta” della sezione pavese della
Mathesis. In bibliografia sono riportati per intero sia i
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titoli delle tesi svolte che dei progetti di ricerca
citati.
Comprendere un testo e farsi domande

Dopo aver risolto un problema in attivita di collaborazione
reciproca e prima della discussione di classe sulla sua
soluzione, una scheda come la seguente potrebbe guidare la
riflessione di ogni coppia nella comprensione del testo e
nell’analisi di una strategia risolutiva opportuna, da
confrontare eventualmente con la propria, soprattutto se
errata o prodotta solo parzialmente? (il problema che segue
€ stato proposto in una scuola secondaria di primo grado).
PROBLEMA: La classe III H parte da Magenta per un’escursione

di rafting sul Ticino. Le guide progettano di fermarsi per il

3
pranzo dopo aver percorso i g del tragitto; a quel punto

mancano 6 km all’arrivo. Quanto & lungo il tratto di Ticino
che hanno percorso gli alunni prima della sosta?

GUIDA ALLA CORREZIONE DEL PROBLEMA
1. Che difficolta avete incontrato?

comprendere il testo
trovare una strategia risolutiva
ricordare regola

nessuna difficolta

2. Avete utilizzato il metodo grafico?

si

no perché non abbiamo capito il testo e non sapevamo
cosa disegnare
no, perché lo abbiamo ritenuto superfluo

no, perché confonde le idee

no, perché non sembrava di aiuto in questa situazione
NO, PEIChE.t ittt ittt eeeesesecssnncssannans

3. A cosa corrispondono i g’?

al tratto di strada ancora da fare
al tratto di strada percorsa
al tratto complessivo

Sapete quanti km corrispondono ai 'g del tragitto?

<~

S1 no

4. A cosa corrispondono i 6 km?

al tratto di strada percorsa
al tratto di strada ancora da fare
al tratto complessivo

5. Sapete quale frazione del tragitto corrisponde ai 6 km?

si, perché posso ricavarla, e ...

3 Le schede riportate non presentano il formato originale ma solo il testo originale: per brevita si sono
“accorciati” tutti gli spazi per le risposte dei ragazzi.



no, non posso ricavarla

6. Rivedete ora 1la vostra soluzione ed eventualmente
correggetela.

La sequenza dei passi della scheda potrebbe anche insegnare
ad ognuno a porre a se stesso o al compagno le domande
chiave per la risoluzione. Essere capaci di porre domande é&
indispensabile sia per la comprensione personale che per
l’eventuale aiuto al compagno.

I1 discorso fra pari, sollecitato dall’insegnante e dalla
scheda, & un’occasione di scambio verbale e riflessione che
raramente gli studenti si costruiscono da soli, privandosi
cosl del potenziale aiuto che un compagno pud dare, sia
quando propone idee corrette che quando espone i propri
dubbi.

L’attivita del tutor durante lo svolgimento del compito

Nel caso del tutoraggio fra compagni (caso a), cioeé con
ruoli di tutor e allievo espliciti), mentre 1l’allievo
affronta il compito disciplinare, il tutor compila una
relazione di tutoraggio e, a seconda dei casi, svolge
anch’egli una parte del compito. Tale relazione costituisce
uno strumento che caratterizza in modo essenziale
un’esperienza finalizzata non solo al recupero delle
competenze su temi disciplinari gia svolti, ma alla
riflessione metacognitiva sul proprio lavoro. Ecco un
esempio di scheda che guida la stesura della relazione da
parte del tutor.

Nome alunno:

Data: cieeeeeeeecccccee oo

1l)Domande poste dall’alunno (dopo il compito a casa):

2) L’alunno riesce a svolgere gli esercizi dati in lasse:

Es.l: O in modo autonomo O con aiuto
Es.2: O in modo autonomo O con aiuto
3) Difficolta osservate nell’alunno:

- non conosce le regole (quali?): . .
- non sa applicare le regole (quali?):
- non svolge gli esercizi assegnati:

O a casa O a scuola
- ha difficolta a comprendere il testo
- compie errori di calcolo
— altro: ...ttt ittt

4) Suggerimenti dati all’alunno:

5) Compiti assegnati per casa:

6) Osservazioni sulle difficolta nell’aiutare l’alunno:
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- non riesco a catturare la sua attenzione;
- non riesco a farmi capire;
- non ho incontrato difficolta.

L’alunno tutor & dunque chiamato a riflettere sulle
difficolta incontrate dal suo alunno, o che lui stesso ha
incontrato in qualita di tutor nel tentativo di aiutare il
compagno, €& invitato ad esprimersi sull’impegno che
l’alunno ha mostrato e a riflettere sulle ragioni del suo
eventuale successo (o insuccesso).

Ad esempio, tra le difficolta che i tutor evidenziano nello
svolgere il 1loro ruolo, la gquasi totalita degli alunni
tutors, soprattutto nelle prime esperienze di tutoraggio,
indica questi due aspetti: dare spiegazione sui
procedimenti e capire le difficolta del proprio allievo. La
difficolta di capire il proprio compagno e di dare
spiegazioni adeguate €& accolta da molti tutors come una
stimolante sfida per lo sviluppo di uno spiccato senso di
orgoglio personale.

In base alle osservazioni degli insegnanti e alle relazioni
finali degli studenti, la consapevolezza delle difficolta
insite nel ©processo di insegnamento-apprendimento fa
nascere spesso nei tutors un sentimento di solidarieta
verso il proprio insegnante con il quale migliora il
rapporto.

Dal punto di vista cognitivo 1l'’apprendimento pud diventare
vantaggioso sia per il tutor, che colma lacune e consolida
conoscenze, sia per 1l’allievo che usufruisce di un
insegnamento individualizzato.

La riflessione sul compito svolto

A conclusione della soluzione di un compito, la riflessione
degli studenti & guidata da due schede, rispettivamente per
alunno e tutor, nel caso di tutoraggio fra compagni o da
un’unica scheda nel caso di tutoraggio reciproco.
Ecco i rispettivi testi:

A conclusione della soluzione di un compito

svolto in attivita di tutoraggio fra compagni
(Questionario per 1l’alunno)

SE SEI RIUSCITO/A A RISOLVERE IL COMPITO:

a) Sei riuscito/a da solo/a o con l’aiuto del tuo tutor?

b) Quale & stata la difficolta maggiore che hai incontrato?

- Comprendere il testo

Individuare la strategia (o la regola) da seguire
- Utilizzare una rappresentazione grafica opportuna
— AlEYO ..ttt eeeccccsccaccccacccccccccccccccccncns

c) Se sei riuscito/a da solo/a, quale & stata l’idea (o il
passaggio) fondamentale che ti ha permesso di concludere?



d) Se ti ha aiutato il tutor, spiega il suggerimento che ti
ha dato:

e) Pensi che questa idea/suggerimento possa essere utile
anche in altre situazioni? Perché?

SE NON SEI RIUSCITO/A A RISOLVERE IL COMPITO:
a) Quale & stata la difficolta maggiore?

- Comprendere il testo

- ndividuare la strategia (o la regola) da seguire

- Utilizzare una rappresentazione grafica opportuna

- I B o o L

b) Quale suggerimento ti ha dato il tutor?

A conclusione della soluzione di un compito
svolto in attivita di tutoraggio fra compagni
(questionario per il tutor)

SE IL TUO ALUNNO E RIUSCITO A RISOLVERE IL COMPITO:

a) E’ riuscito/a da solo/a o con il tuo aiuto?

b) Quale & stata la difficolta maggiore che ha incontrato?

- Comprendere il testo

Individuare la strategia (o la regola) da seguire

- Utilizzare una rappresentazione grafica opportuna

N R o o o L

c) Se é riuscito/a da solo/a, quale & stata 1l’idea (o il
passaggio) fondamentale che gli/le ha permesso di
concludere?

e) Pensi che questa idea/suggerimento possa essere utile
anche in altre situazioni? Perché?

SE IL TUO ALUNNO NON E RIUSCITO A RISOLVERE IL COMPITO:

a) Quale & stata la difficolta maggiore?

Comprendere il testo

Individuare la strategia (o la regola) da seguire

- Utilizzare una rappresentazione grafica opportuna
¥ R o o o L

b) Quale suggerimento hai dato?
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A conclusione di una attivita di tutoraggio reciproco
(ognuno compila la sua scheda)

1) SE SIETE RIUSCITI A RISOLVERE IL COMPITO:

a) Quale & stata la difficolta maggiore che avete
incontrato?

- Comprendere il testo

- Individuare la strategia (o la regola) da seguire

- Utilizzare una rappresentazione grafica opportuna
¥ R o o L

N

b) Quale & stata l’idea (o il passaggio) fondamentale che vi
ha permesso di concludere?

c) Se hai aiutato il compagno/a, spiega il suggerimento che
hai dato:

d) Se hai ricevuto un aiuto dal compagno/a , spiega il
suggerimento che hai ricevuto:

e) Pensi che questa idea/suggerimento possa essere utile
anche in altre situazioni? Perché?

2) SE NON SIETE RIUSCITI A RISOLVERE IL COMPITO:

N

a) Quale & stata la difficolta maggiore che avete
incontrato?

Comprendere il testo

Individuare la strategia (o la regola) da seguire

- Utilizzare una rappresentazione grafica opportuna
3 R o o o L

b) Prova a spiegare nel dettaglio la difficolta indicata:

E’ evidente come le domande poste stimolino i ragazzi a
ripensare in modo indipendente all’attivita svolta per
individuare i punti di forza e di debolezza che hanno
accompagnato il loro lavoro: attraverso una riflessione di
tipo metacognitivo, cioé ripercorrendo il processo dei loro
pensieri, sono condotti ad analizzare in modo critico e
consapevole gli eventuali progressi del compagno e di loro
stessi.

Attraverso questa valutazione gli studenti sono sollecitati
a riflettere sulla capacita di ciascuno di collegarsi alle
proprie conoscenze, riformularle nel nuovo contesto ed
eventualmente generalizzarle e a ripensare al loro impegno
di effettiva collaborazione, di scambio e condivisione di
risorse.



La valutazione dell’attivita svolta

A conclusione di un ciclo di attivita di tutoraggio e
utile ed interessante avere una valutazione globale, da
parte di ogni ragazzo, del lavoro concluso e per questo
nelle nostre esperienze abbiamo elaborato e sperimentato
una scheda specifica, che qui segue nella versione per
il  tutoraggio reciproco (nella versione per il
tutoraggio fra compagni c’eé solo, in aggiunta, la
richiesta della precisazione del ruolo ricoperto dallo
studente: tutor, alunno o entrambi)

Considerazioni sull’esperienza Anno Scolastico ..........

Cognome e nome: Classe:

Argomento disciplinare su cui si & svolto il recupero:

1) Ritieni che questa esperienza sia stata UTILE ai fini
del recupero dei contenuti svolti?

Decisamente SI Pil SI che no Piu No che si Decisamente NO

2) Come ti sei sentito/a durante 1l'esperienza?

3) Qual e stata la cosa maggiormente POSITIVA
dell’esperienza svolta? (puoi riferirti sia al tuo
apprendimento in matematica che al tuo modo di lavorare
con i compagni o ad altro...)

4) Qual e stata la cosa maggiormente NEGATIVA
dell’esperienza svolta? (puoi riferirti sia al tuo
apprendimento in matematica che al tuo modo di
lavorare con i compagni o ad altro...)

5) Ritieni  opportuno riproporre questa esperienza in
Matematica anche 1l’anno prossimo?
Si No Non so
6) Ritieni opportuno proporre dgquesta esperienza per il
recupero in altre discipline? Se si, in quali?
Si No Non so

7) Esprimi con un voto da 1 a 10, quanto questa esperienza
ti ha soddisfatto: .o

8) Vuoi suggerire alcune osservazioni per migliorare la
qualita dell’iniziativa?

Attraverso questa scheda si sollecita 1lo studente a
esprimere un giudizio personale sull’attivita svolta e
sulla metodologia adottata cercando, anche in questo caso,
di stimolare una sua riflessione critica per individuare
aspetti positivi e negativi dell’esperienza. Richiedere
questi giudizi agli studenti li vincola, in modo esplicito,
a richiamare alla memoria 1l’intera esperienza e a
riflettere su di essa, lasciando traccia di cio che 1li ha
maggiormente colpiti, sia in modo positivo che negativo. E’
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evidente che queste tracce sono molto utili, anche per
rimodulare, eventualmente, le esperienze successive.

In base agli esiti raccolti in varie esperienze svolte
nella scuola secondaria, si puo dire che il dialogo fra
pari garantisca una maggiore liberta e spontaneita,
annullando quel disagio e quella tensione che spesso si
percepiscono nella relazione con il proprio insegnante. In
effetti, la maggioranza degli studenti di solito individua
nel fatto che tra compagni non si ha timore ad esprimere
dubbi e perplessita, la principale motivazione che
giustifica 1l’efficacia della comunicazione tra allievo e
tutor.

Un ulteriore aspetto importante & il fatto che si
utilizzino parole piu semplici rispetto a quelle del testo
o dell’insegnante. Il dialogo fra pari risulta quindi un
mezzo che agevola la condivisione degli obiettivi e 1la
consapevolezza, da parte degli allievi, di quei
comportamenti fallimentari che & necessario riconoscere e
modificare per superare la difficolta.

I1 tutoraggio fra pari costituisce dunque una strategia
promettente, poiché incoraggia gli studenti a farsi carico
del problema del recupero, favorisce 1l’assunzione della
responsabilita del proprio apprendimento, incoraggia la
riflessione sui processi di pensiero propri e dei compagni
e riduce al minimo 1l’atteggiamento rinunciatario e
fatalista con cui spesso si affrontano gli insuccessi in
Matematica.

7. IL MODELLO COLLABORATIVO E IL TUTORAGGIO FRA PARI A
CONFRONTO

La descrizione dei due modelli ai punti precedenti ha messo
in rilievo che sia il modello dell'’apprendimento
collaborativo che quello del tutoraggio fra pari hanno come
obiettivo comune e principale quello di sviluppare le
competenze degli studenti attraverso l’assunzione di ruoli
specifici, focalizzati sia su compiti disciplinari che
sulle relazioni interpersonali. L’'assunzione di ruoli
all’interno di un gruppo o di una coppia rende gli alunni
corresponsabili del proprio apprendimento, favorendolo in
modo significativo.

Entrambi i modelli, inoltre, mettono in luce 1'importanza
che 1l’insegnante dovrebbe dedicare allo sviluppo di
riflessioni metacognitive da parte degli studenti,
attraverso compiti che richiedano un continuo ripensamento
su cio che si & svolto, su cio che si sta svolgendo e su
come si potrebbe fare per migliorare.

In entrambi i modelli, ancora, €& risultato evidente quanto
sia importante che gli studenti abbiano traccia scritta di
cio che si discute e si condivide: una sorta di collezione
personale di tutti i risultati raggiunti, da poter rivedere
e su cul riflettere all’occorrenza. L'importanza delle



questioni affrontate, scelte appunto dall’insegnante perche
cruciali nello sviluppo del pensiero matematico, rende
questa collezione particolarmente preziosa, a cui ogni
studente dovrebbe poter ricorrere per prepararsi alle
usuali prove individuali, come interrogazioni o compiti in
classe.

In base agli studi condotti su esperienze svolte nella
scuola secondaria si puo dire che, per quanto riguarda il
compito matematico da proporre agli studenti, la modalita
collaborativa sembra pil opportuna quando:

* l’argomento su cui indagare e aperto a diverse piste di
indagine; ad esempio quando si richiedono dimostrazioni
differenti di una stessa proposizione, eventualmente gia
nota (ad es. il teorema di Pitagora, come nel Capitolo 10);

* gli strumenti tecnici a disposizione sono particolarmente
ridotti e non ancora codificati in formule (ad es. la
risoluzione delle equazioni di secondo grado, come in
Baldrighi e Bellinzona, 2004 oppure 1l’'individuazione e
applicazione, in contesti non usuali, di relazioni
trigonometriche, come in Bellinzona e Torresani, 2011)

* si affronta un problema nuovo e abbastanza complesso (ad
es. la relazione di Eulero, con giustificazione, sul numero
di vertici, facce e spigoli di un poliedro, come in
Angelini et al., 2007);

* il compito non é& usuale e dunque difficile, anche se
richiede conoscenze gia note agli studenti ma utilizzate in
modo poco consapevole (ad es. le proprieta delle potenze,
come nel Capitolo 9);

* l’argomento €& gia noto agli studenti ma occorre
richiamarlo alla memoria perché affrontato molto tempo
prima: invece di chiedere direttamente agli studenti cosa
si ricordano, organizzare un’attivita di gruppo
collaborativo risulta molto piu fruttuoso per il riemergere
di termini specifici, proprieta e definizioni.

Il tutoraggio fra pari sembra invece appropriato, come si &
gia messo in rilievo, quando uno specifico contenuto
matematico non & dominato da tutta la classe e quindi c’e
la necessita, da parte di un buon numero di studenti che
sono in difficolta, di recuperare competenze specifiche.

Le nostre analisi hanno messo in evidenza che non solo gli
studenti in difficolta riescono piu facilmente a recuperare
(Torresani, 2007 e 2008) ma anche gli alunni che sono
tutors rafforzano la loro competenza matematica, la
padronanza linguistica, le abilita di comunicazione
interpersonale e le capacita di riflessione metacognitiva
(Baldrighi, Bellinzona e Pesci, 2007; Baldrighi, 2011;
Pesci, 2011).

Per quanto riguarda gli aspetti relazionali, osservati tra
insegnante e studenti e tra gli studenti stessi, si puo
dire, in generale, che attraverso il —ripetersi di
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esperienze collaborative 1la partecipazione al discorso
matematico risulta potenziata per tutti gli studenti, che
sviluppano una crescente attenzione ai propri processi
cognitivi e a quelli dei compagni, si abituano ad ascoltare
e ad intervenire con modalita appropriate, ad esprimere il
proprio assenso o dissenso in termini adeguati, sviluppano
la capacita di condividere risorse e imparano a 1lavorare
insieme verso obiettivi comuni.

Si €& anche esplorata 1l'’ipotesi (Baldrighi, Bellinzona e
Pesci, 2005; Baldrighi et al., 2011; Baldrighi, 2011) che
le modalita collaborative, realizzate da insegnanti
competenti, ©possano sviluppare negli studenti alcuni
fattori di resilienza, dove per resilienza si intende la
capacita di reagire positivamente ad eventi negativi quali
l’insuccesso scolastico o 1l’esclusione e isolamento dal
gruppo dei compagni. Si sono analizzati, in particolare,
alcuni casi di studenti che in seguito ad attivita di tipo
collaborativo hanno mostrato chiari segni di cambiamento,
passando da situazioni di grave difficolta (relativamente
alla matematica o alle relazioni interpersonali) a
situazioni progressivamente positive.

La letteratura sottolinea che per potenziare la resilienza
di uno studente occorre che egli percepisca di avere un
ambiente cui appartenere, possa condividere attivita con
altri e abbia 1l’'occasione di potenziare il senso della
propria esistenza lavorando per un progetto. I modelli
collaborativi presentano proprio tutte queste
caratteristiche e dunque risultano particolarmente adatti a
sviluppare la resilienza degli studenti.

In base agli studi delle esperienze svolte si puo dire che
riuscire ad intrecciare opportunamente, nel processo
educativo, la modalita collaborativa e il tutoraggio fra
pari, costituisce per gli studenti un’occasione di crescita
cognitiva e personale molto ricca e per gli insegnanti
un’opportunita per mettere in gioco e potenziare la propria
competenza disciplinare, metodologica e relazionale.

In conclusione, & evidente che realizzare un processo di
insegnamento — apprendimento con le modalita collaborative
descritte, nei termini complessi ma neppure esaustivi messi
in evidenza, implica per 1l’'insegnante un lavoro articolato
e difficile. E’ infatti necessario un grosso impegno, sia
per una revisione epistemologica della disciplina che per
lo sviluppo di adeguate competenze a livello didattico e
relazionale.

Si tratta dunque di un cammino lungo e impegnativo,
tuttavia sembra molto promettente, sostanziandosi in un
effettivo miglioramento di tutto il processo educativo, con
una ricaduta senza dubbio positiva per la soddisfazione
professionale dell’insegnante.



Allegato al Capitolo 7

I CINQUE RUOLI e i rispettivi PROFILI (secondo Lino Vianello)

ORIENTATO AL COMPITO

Il suo obiettivo e far raggiungere al gruppo il miglior
risultato possibile in relazione al compito assegnato

PROFILO DI RUOLO

Traduce in termini operativi e in un piano di lavoro
gli obiettivi e il compito assegnato al gruppo.

Fa si1 che tutte le parti del problema siano analizzate e
discusse

Prevede nell’attivita sia la riflessione individuale sia la
discussione collettiva

Fa si1 che il gruppo non si disperda su aspetti secondari del
problema

Segnala le incongruenze logiche e gli squilibri argomentativi

Fa periodicamente il punto della situazione rispetto
all’obiettivo e al tempo.

Promuove e attiva 1 momenti decisionali

ORIENTATO AL GRUPPO

EI

il responsabile del clima comunicativo

PROFILO DI RUOLO

Sostiene con la relazione tutti i partecipanti

Fa si che tutti siano partecipi senza che lo sentano come
imposizione

Fa si che i contributi di tutti siano equilibrati nel tempo e
nel modo

Fa si che i partecipanti si riconoscano nel processo e nella
produzione di gruppo

Sdrammatizza eventuali conflitti.
Riattiva i momenti di stasi.
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MEMORIA

E’' responsabile della formalizzazione del risultato
del lavoro di gruppo

PROFILO DI RUOLO

* Durante il processo di analisi e sistemazione degli
argomenti fa si che essi risultino evidenti al gruppo:
ripete le decisioni, chiede conferma per la
formalizzazione, mette per iscritto cid che viene
confermato come versione definitiva

* Alla fine del processo perfeziona la versione
definitiva e sintetica del prodotto finale (relazione),
d’accordo con il gruppo ed in particolare con il
“relatore”

RELATORE

E’ il responsabile per il gruppo della relazione orale
sul lavoro svolto

PROFILO DI RUOLO

* Collabora con la memoria nel perfezionare la versione
definitiva e scritta del prodotto del lavoro di gruppo

* Fa una “prova” di esposizione al gruppo della
relazione orale e raccoglie suggerimenti

* Svolge la relazione orale nella discussione plenaria

OSSERVATORE

E’ il responsabile del feedback al gruppo su alcuni elementi
del processo interattivo

PROFILO DI RUOLO
OSSERVA:

* Quali/quanti partecipanti intervengono

* La scansione temporale delle fasi di lavoro (analisi
del problema, discussione e sintesi)

* Frequenza degli interventi nelle fasi di lavoro
* Autoesclusione di alcuni membri e relative dinamiche

* Grado di copertura del proprio profilo di ruolo da
parte dei diversi membri del gruppo

* Registra i dati osservati e ne da comunicazione alla
classe a conclusione delle singole sessioni di lavoro



CAPITOLO 8

L’ATTIVITA SUI PROBLEMI, LA COLLABORAZIONE TRA
PARI E IL LABORATORIO MATEMATICO: IL COLLEGAMENTO
ALLE INDICAZIONI MINISTERIALI PER LA MATEMATICA

1. INTRODUZIONE

In questo capitolo si evidenziano i collegamenti tra le
idee principali emerse nei Capitoli sui modelli
costruttivisti e le indicazioni didattiche esposte negli
attuali documenti ministeriali riguardanti 1’insegnamento
della matematica nella scuola del primo ciclo (primaria e
secondaria di I grado) e nella scuola secondaria di II
grado.

In particolare ci si sofferma sull’importanza dell’attivita
di risoluzione di problemi, delineando in sintesi come sia
emersa tale consapevolezza e come sia argomentata nei
documenti della pubblica istruzione.

L’'attenzione agli aspetti metodologici da adottare in
classe & il secondo punto che si vuole sottolineare, con
1’adeguato accento alle modalita collaborative gia
ampiamente esaminate nel Capitolo precedente.

Un opportuno intreccio tra 1l’attivita di soluzione dei
problemi e le modalita interattive tra pari da promuovere
in classe da 1luogo, nel modo piu naturale possibile, al
laboratorio matematico, la cui definizione, precisata nelle
indicazioni didattiche, risulta piu ampia di quella usuale,
caratterizzando come tale ogni momento in cui gli studenti
si confrontano, discutono, progettano e verificano,
ciascuno coinvolto nel processo di costruzione di
conoscenza.

2. L’ATTIVITA SUI PROBLEMI PER SVILUPPARE LE COMPETENZE
MATEMATICHE

Si & visto che da alcuni decenni la letteratura nazionale e
internazionale sottolinea come le attivita di risolvere e
porsi problemi (problem solving e problem posing) siano
centrali nell’educazione matematica e siano vie
privilegiate per apprendere in modo significativo 1la
matematica; un apprendimento risulta significativo per una
persona quando le nuove informazioni entrano in relazione
con le sue concezioni preesistenti e si collocano in modo
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stabile nella sua rete di conoscenze, pronte ad essere
utilizzate nei contesti opportuni.

E’ da aggiungere, tuttavia, che tale convinzione €& ancora
oggi ben 1lontana dall’essere tradotta nella pratica
abituale degli insegnanti, ad ogni livello di scolarita e
questa situazione costituisce la ragione principale di
queste riflessioni.

Senza entrare in troppi dettagli, vorrei aggiungere alcune
osservazioni a guanto gia esaminato nei capitoli
precedenti, in particolare nel Capitolo 5, sulla
centralita, nel far matematica, dell’attivita sui problemi,
collegandomi anche agli studi di alcuni ricercatori che non
sono stati ancora citati ma che hanno contribuito in modo
decisivo ad approfondire questa tematica.

Tra 1 principali lavori sulla questione di cosa sia un
problema e cosa significhi risolvere un problema ci sono
senza dubbio quelli di Polya (intorno agli anni '70 ed
oltre) e in ambito nazionale, dagli anni ’80 circa in poi,
quelli di Pellerey e Zan, olte a numerosi altri.

Di Polya mi piace ricordare questa citazione, forse la piu
nota, che connota in modo particolarmente semplice ed
incisivo sia il significato di problema sia quello della
sua soluzione:

“Risolvere problemi significa trovare una strada per uscire
da una difficolta, una strada per aggirare un ostacolo, per
raggiungere uno scopo che non sia immediatamente
raggiungibile. Risolvere problemi & un’impresa specifica
dell’intelligenza e l’intelligenza & il dono specifico del
genere umano: s1i puo considerare il risolvere problemi come
l’attivita piu caratteristica del genere umano”.(1971, pag.
XI della Prefazione).

Dunque l’attivita di soluzione di un problema costituisce
un passo necessario nel corso della vita di un individuo,
poiché 1le difficolta e gli ostacoli sono senza dubbio
occasioni che inevitabilmente si presentano a tutti.

In particolare, sulla necessita dell’attivita di soluzione
di problemi per un apprendimento significativo della
matematica, sono molto chiare le seguenti dichiarazioni di
Pellerey:

“Un apprendimento significativo della matematica comporta
sempre un approccio per problemi, nel senso che ogni nuovo
concetto, costruzione o procedimento deve venire introdotto
dopo aver in qualche modo esplorato cio che é gia stato
acquisito, e preso coscienza della necessita di procedere
oltre a causa della constatazione di qualche incompletezza,
provvisorieta od errore.

Questa presa di coscienza €& la molla fondamentale che
spinge alla riflessione ed al lavoro di ricomposizione
della conoscenza.” (1979, pag. 72).

Cid che occorre avere presente € che la matematica (come é
stato ampiamente argomentato nei capitoli precedenti) ha
bisogno di essere ricostruita da ogni persona la voglia



apprendere, ha bisogno cioé di un atto creativo, come ben
sottolinea il seguente contributo, tratto da un documento,
che ritengo fondamentale, della “Association of Teachers of
Mathematics” in Inghilterra e tradotto in italiano nel 1973
sulla rivista L‘’insegnamento della matematica (vol. 4, n.
l, pag. 35):

“Siccome la matematica é fatta dagli uomini ed esiste solo
nelle loro menti, essa deve essere fatta o rifatta nella
mente di ogni persona che l’apprende. In questo senso la
matematica puo essere appresa soltanto creandola. Noi non
crediamo che si possa fare una netta distinzione tra le
attivita dei matematici che inventano nuova matematica e le
attivita degli alunni che apprendono una matematica che é
nuova per essi. Gli alunni hanno risorse diverse ed
esperienze diverse ma sia i primi, i1 matematici
professionisti, che i secondi, gli alunni, sono coinvolti
in un atto creativo.”

L’analogia citata, tra l'attivita del ricercatore
matematico e quella dello studente che impara, é& a
fondamento della proposta dei concetti di “situazione a-
didattica” e di “situazione-problema” da parte dei
ricercatori francesi in didattica della matematica negli
anni '80-'90 (Bessot, 1991, Jaquet, 1993, si veda il
Capitolo 5).

Ricordo che il primo concetto, quello di situazione a-
didattica, si riferisce ad una situazione ottimale per il
processo di insegnamento-apprendimento: quella in cui gli
alunni, dopo una adeguata consegna da parte
dell’insegnante, agiscono in modo autonomo, assumendo
personalmente su di loro il compito di indagare la
problematica posta, di confrontarsi e discutere 1le
eventuali proposte di soluzione, agendo in tal modo come
una comunita di ricercatori, proprio come suggerito nella
precedente citazione.

La problematica scelta dall’insegnante come compito per i
suoi studenti non pud essere un semplice esercizio per dar
luogo ad un’indagine significativa che li coinvolga in modo
produttivo: deve essere, 1in relazione alla situazione
cognitiva degli studenti, abbastanza nuova o complessa,
cosl da richiedere davvero una riflessione sulle conoscenze
gia a disposizione, un loro eventuale nuovo utilizzo, una
formulazione di congetture e una loro discussione. Per
indicare un compito con queste caratteristiche, cosli da
poter dar luogo ad una situazione a-didattica, si usa il
termine di situazione-problema. Le situazioni-problema,
dunque, sono quelle piu interessanti e sono decisive nel
processo di apprendimento, perché richiedono all’alunno di
costruire nuove conoscenze o di utilizzare in un modo nuovo
conoscenze gia acquisite.

I concetti di situazione a-didattica e di situazione-
problema sono stati riferimenti essenziali nelle esperienze
collaborative realizzate e descritte nei Capitoli della
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Seconda Parte. Ovviamente negli anni c’é stata una re-
interpretazione e una personalizzazione di dqueste idee,
tuttavia le connotazioni che ho richiamato rimangono a mio
parere essenziali per avviare con gli studenti dei momenti
di autentica indagine matematica.

Cio che caratterizza un’attivita sui problemi di matematica
non & solo il Dbagaglio cognitivo che gli studenti
possiedono ma senza dubbio anche il loro atteggiamento, le
loro convinzioni (e quelle dell’insegnante) sull’idea
stessa di problema e sull’attivita di soluzione di un
problema. Gli studi di R. Zan dagli anni ‘90 in poi si sono
sviluppati ampiamente su questa tematica delle convinzioni
e degli atteggiamenti che riguardano il problem solving (si
vedano ad esempio Tonelli, Zan, 1995 e Zan, 1998 e 2007) ed
hanno messo anche in rilievo la centralita della figura
dell’insegnante: e chiaro che le sue convinzioni, i suoi
atteggiamenti e le sue scelte determinano in modo
essenziale l’attivita didattica, il suo svolgersi e i suoi
esiti.

Se un insegnante ritiene che 1l’attivita sui problemi sia
particolarmente difficile e non adatta a tutti gli studenti
ma riservata a pochi, quelli piu capaci, €& chiaro che le
sue scelte didattiche saranno orientate a compiti che
ritiene piu eseguibili da tutta la classe, ad esempio ad
esercizi ripetitivi che richiedono solo di imitare
soluzioni gia viste. E 1l'attivita sui problemi, di
conseguenza, verra relegata ad eventuali pochi momenti (ad
esempio come ultima prova, spesso facoltativa, nei compiti
in classe). Questa prassi non pud certo sviluppare un
atteggiamento flessibile nel ricorrere alle proprie risorse
cognitive, di fiducia rispetto a cid che si conosce e di
curiosita per cio che risulta nuovo.

Si puo dire che 1l’attivita ripetitiva risulti ancora
l’atteggiamento pit frequente nella prassi scolastica
odierna per 1l’'insegnamento della matematica nella scuola
secondaria ed é& noto come questo atteggiamento sia poco
coinvolgente per gli studenti e si configuri come la via
migliore sia per spegnere 1l’interesse dei ragazzi pit
motivati sia per sviluppare negli altri sentimenti di
rifiuto, di incertezza e di paura nei confronti dei
problemi in generale.

A mio parere ancora oggi il significato e il valore
dell’attivita sui problemi non fanno parte in pieno del
bagaglio culturale dell’insegnante di matematica e dunque
neppure delle sue abituali azioni didattiche.

C’é da notare, invece, che 1le indicazioni ministeriali
sottolineano da almeno un trentennio 1l’aspetto formativo
dell’attivita sui problemi nell’educazione matematica, sia
in riferimento al primo ciclo di istruzione <che in
riferimento alla scuola secondaria.

I Programmi Ministeriali del 1985 per la scuola elementare
sono stati i primi documenti ufficiali ad evidenziare in
modo esplicito la necessita di una attivita matematica



centrata sui problemi, esprimendo gli esiti di
un’evoluzione del significato di educazione matematica che
dagli anni ‘60 aveva caratterizzato la ricerca e gli studi
in didattica della matematica.

Lo stesso spirito si trova nelle successive versioni
ministeriali: il problem solving risulta wuna attivita
mirata a migliorare 1l'atteggiamento dello studente nei
confronti della matematica e a potenziare le sue competenze
di esplorazione e di scoperta:

“Caratteristica della pratica matematica €& la risoluzione
di problemi, che devono essere 1intesi come questioni
autentiche e significative, legate spesso alla vita
quotidiana, e non solo esercizi a carattere ripetitivo o
quesiti ai quali si risponde semplicemente ricordando una
definizione o una regola. [..]1’alunno imparera ad
affrontare con fiducia e determinazione situazioni
problematiche [..] congetturando soluzioni e risultati [..]”

(Ministero della Pubblica Istruzione, Indicazioni per il
curricolo per la scuola dell’infanzia e per il primo ciclo
di istruzione, 2007, pag. 93, riproposte nella versione
attuale del 2012 pubblicata sulla G.U. del 5 febbraio 2013,
pag. 51).

In riferimento alla scuola secondaria di secondo grado, i
programmi P.N.I. e Brocca del 1991, che hanno segnato una
svolta nei documenti ufficiali della scuola italiana per la
scuola superiore e il cui spirito, almeno per quanto
riguarda la matematica, €& rimasto lo sfondo anche per le
indicazioni ministeriali piu recenti, nelle *“Indicazioni
didattiche specifiche per matematica ed informatica”,
precisano:

“La scelta delle situazioni e dei problemi rientra in un
quadro piu vasto di progettazione didattica che si realizza
attraverso la valutazione delle disponibilita psicologiche
e dei livelli di partenza dei singoli studenti, 1’analisi e
la determinazione degli obiettivi di apprendimento,
l’analisi e la selezione dei contenuti, 1’individuazione di
metodologie e tecniche opportune, 1l’adozione di adeguate
modalita di verifica”

Studi e documenti degli annali della pubblica istruzione
56, 1991, pag.169).

Dunque risulta centrale, nella progettazione didattica da
parte dell’insegnante, non solo la scelta delle situazioni
problematiche su cui centrare 1l’attivita degli alunni, ma
anche l’individuazione delle metodologie piu opportune per
raggiungere gli obiettivi di insegnamento.

Sono 1 due aspetti <chiave su cui ogni insegnante é&
impegnato quotidianamente e su cui, a mio parere, si gioca
il suo successo professionale in termini di partecipazione
attiva dei suoi studenti, in qualsiasi tipo di scuola
secondaria: la scelta dei problemi e la scelta delle
modalita di azione in classe. Si tratta di scelte non
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semplici, tuttavia la 1letteratura di riferimento €& oggi
molto ampia e la disponibilita di materiale didattico in
rete & tale da permettere ad ognuno la scelta piu adeguata
ai propri gusti e alle proprie inclinazioni personali.
Ricordo solo, a questo proposito, il wvasto contributo
dell’UMI (Unione Matematica Italiana) che ha reso
disponibili a tutti, in rete, i documenti Matematica 2001,
Matematica 2003 e Matematica 2004, frutto di un lungo e
fondamentale lavoro sinergico fra numerosi ricercatori in
didattica della matematica e i1 materiali di M@tabel,
tuttora in elaborazione ma in gran parte gia disponibili.
Sono risorse importanti, data 1la ricchezza di proposte
didattiche, di commenti e di approfondimenti: purtroppo non
sono ancora note a tutti gli insegnanti ma in ogni caso
sono presenti in rete e dunque costituiscono un patrimonio
interessante, disponibile e aperto a tutti.

3. L’ATTIVITA SUI PROBLEMI E LE MODALITA COLLABORATIVE PER
REALIZZARE IL LABORATORIO MATEMATICO

Si e sottolineato che per un docente che voglia attuare
momenti di insegnamento davvero coinvolgenti e produttivi
per tutti i suoi studenti risultano decisive e
particolarmente impegnative due scelte sostanziali: la
scelta delle situazioni problematiche da proporre agli
studenti e la scelta della metodologia didattica da
adottare nell’attivita in classe.

Oltre a quanto si €& finora descritto, un orientamento
fondamentale per effettuare queste scelte viene dato
proprio dalle attuali 1Indicazioni nazionali per il
curricolo del ©primo <ciclo d’'istruzione (sottese e
richiamate anche nelle indicazioni per la scuola secondaria
di secondo grado) che propongono un’idea di “laboratorio”4
molto suggestiva, piu ampia dell’accezione usuale data a
questo termine e che delinea la possibilita di realizzare,
nel percorso educativo, quelle situazioni di indagine e di
ricerca che si configurano come ideali per uno sviluppo
completo della persona.

Tali indicazioni, nella formulazione del Decreto 16
novembre 2012, n. 254, pubblicato sulla G. U. del 5
febbraio 2013, sono la versione finale delle indicazioni
ministeriali del 2007, sostanzialmente le stesse, nelle
linee generali, del 2012 e invece abbastanza innovative
rispetto alle precedenti per la scuola media del 1979.
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Si puo dire che le attuali indicazioni ministeriali siano
il risultato piu evidente e 1l’espressione di tante
fondamentali ricerche in didattica svolte dagli anni ’'70 ad
oggi, come si pud constatare ad esempio dal confronto con i
documenti UMI, gia citati, del 2001, 2003 e 2004.

Tali indicazioni nazionali, prima ancora di presentare le
parti specifiche dedicate alle varie discipline, propongono

il paragrafo “L’ambiente di apprendimento”, dove si
descrivono in generale “alcuni principi metodologici che
contraddistinguono un’efficace azione formativa”. Tra

questi principi metodologici, oltre ad esempio a notare
“favorire l’esplorazione e la scoperta” e *“incoraggiare
1’apprendimento collaborativo”, si trova il seguente:

“Realizzare attivita didattiche in forma di laboratorio,
per favorire l’operativita e allo stesso tempo il dialogo e
la riflessione su quello che si fa. Il laboratorio, se ben
organizzato, € la modalita di lavoro che meglio incoraggia
la ricerca e la progettualita, coinvolge gli alunni nel
pensare, realizzare, valutare attivita vissute in modo
condiviso e partecipato con altri, e puo essere attivata
sia nei diversi spazi e occasioni interni alla scuola sia
valorizzando il territorio come risorsa per
1’apprendimento.” (pag. 29 G.U. 5 febbraio 2013)

Piu in particolare, nello stesso documento, nell’ambito
specifico della Matematica, si precisa, ancora in
riferimento al concetto di laboratorio, quanto segue:

“In matematica, come nelle altre discipline scientifiche, é
elemento fondamentale il laboratorio, inteso sia come luogo
fisico sia come momento in culi 1l’alunno €& attivo, formula
le proprie ipotesi e ne controlla le conseguenze, progetta
e sperimenta, discute e argomenta le proprie scelte, impara
a raccogliere dati, negozia e costruisce significati, porta
a conclusioni temporanee e a nuove aperture la costruzione
delle conoscenze personali e collettive.”(ib., pag. 51)

E’ evidente che nella direzione di attuare in classe
attivita di laboratorio come quelle cui si fa riferimento,
occorre effettuare scelte opportune non solo delle
situazioni su cui sviluppare 1l’indagine ma anche delle
modalita di interazione da adottare in classe.

Appare cosl molto naturale, in questo quadro, il
riferimento sia all’attivita sui problemi caratterizzata
nel modo descritto al precedente paragrafo, sia alle
modalita di interazione fra pari come quelle proposte dai
modelli collaborativi del Capitolo 7.

La realizzazione di un tale laboratorio di matematica non
pud che essere l’esito di un intreccio opportuno tra una
scelta oculata di questioni su cui indagare e una modalita
interattiva ben strutturata e non casuale.

Mi piace sottolineare ancora come non sia affatto scontato
che i ragazzi siano capaci di lavorare insieme,
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progettando, discutendo, argomentando, negoziando e
costruendo significati, giusto per riprendere i verbi
proposti dal documento, cosi come risulta chiaro che non
tutte le questioni proposte agli studenti possano avere le
caratteristiche di essere adatte a favorire indagini,
formulazioni di ipotesi, scoperte.

Un aspetto che vorrei infine segnalare perché riguarda il
sentire dell’insegnante durante una tale auspicata attivita
di laboratorio, & che quando ci si trova in una situazione
di indagine genuina, con studenti coinvolti nelle questioni
proposte e si e davvero aperti alle loro strategie
risolutive e alle loro osservazioni, a volte inaspettate,
si pu0d tornare a percepire quella sensazione di curiosita e
scoperta che caratterizza i momenti in cui ci si accosta ad
argomenti nuovi o comunque non del tutto esplorati. Mi
piace ricordare, a questo proposito, le parole di Giovanni
Prodi, che in riferimento alle caratteristiche positive di
un insegnamento per problemi, diceva:

“L’attuazione di una proposta di questo tipo pone
l’insegnante in una vera e propria attivita di ricerca,
parallela a quella dell’allievo.

L’insegnante é spinto a mettere 1in atto un po’ della
mentalita acquisita durante gli studi universitari, mentre
la prassi attuale tende  piuttosto a creare una
discontinuita fra la scuola secondaria e 1l’universita.”
(Prodi in AA.VV., 1977, pag. 4)

Si tratta, in conclusione, di progettare attivita che
possano essere davvero adeguate non solo a sviluppare la
conoscenza in gioco ma anche a coinvolgere i protagonisti
del processo didattico, studenti e insegnanti, ponendo
dungque una particolare attenzione sia alle loro
caratteristiche cognitive che interpersonali ed emozionali.



SECONDA PARTE

ESEMPI

CAPITOLO 9

L'AVVIO ALLA COSTRUZIONE
DEL RAGIONAMENTO PROPORZIONALE

1. INTRODUZIONE

In questo capitolo si descrive la prima parte di wuna
esperienza didattica progettata e sviluppata con alunni di
scuola media con 1l’obiettivo di favorire in 1loro la
costruzione del ragionamento proporzionale: l’attivita puo
essere considerata una buona interpretazione, nella pratica
scolastica, delle idee costruttiviste esposte nei capitoli
precedenti.

L’'intera esperienza & stata descritta nel testo “Lo
sviluppo del pensiero proporzionale nella discussione di
classe (A. Pesci, Pitagora, Bologna, 2002). Qui si & scelto
di riportare in dettaglio la fase iniziale dell’attivita,
sia per documentare le reazioni sollecitate negli studenti
dalle situazioni problematiche proposte sia per apprezzare
le loro argomentazioni nell’interazione, per validare o
confutare le idee proposte dai compagni.

Prima di entrare nel dettaglio della descrizione
dell’esperienza e importante premettere alcune riflessioni
sul modo in cui il ragionamento proporzionale viene di
solito insegnato, a partire dalla scuola elementare.

Nella scuola elementare, gli alunni imparano a conoscere il
rapporto con i significati cosiddetti di "ripartizione" e
"contenenza". Questo quadro viene generalmente ampliato
nella scuola media, dove, nell'ambito della tematica della
proporzionalita, l'idea di rapporto fra grandezze (omogenee
e non) viene applicata a molteplici situazioni in
matematica, fisica o altro.

Il fatto e <che i 1libri di testo affrontano 1la
proporzionalita in un modo che si pud definire dogmatico
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perché la teoria é& presentata nella maggior parte dei casi
senza alcuna argomentazione e giustificazione.

Di solito poi i testi fanno seguire una grande molteplicita
di esercizi che gli studenti imparano a svolgere spesso
solo in modo meccanico: la stessa collocazione degli
esercizi, nella parte di testo dedicata a rapporti e
proporzionalita, non fa certo sorgere nei ragazzi il dubbio
del ricorso a rapporti piuttosto che ad altre strategie
risolutive.

I1 concetto di rapporto, e in generale di proporzionalita,
riveste un ruolo particolarmente importante in matematica,
perché ne costituisce senza dubbio un concetto centrale,
che trova molteplici applicazioni anche a livello di scuola
superiore e di universita.

E solo nel corso della scuola media, perd, che gli studenti
hanno 1'occasione di studiare il rapporto e la
proporzionalita fra grandezze come argomento a sé stante, e
di affrontare, tra i wvari tipi di problemi, anche
situazioni che richiedono un ragionamento proporzionale: &
quindi il <caso di dedicarvi tempo e di curarne la
concettualizzazione.

Nella scuola media superiore, anche quando 1'argomento
della proporzionalita fra grandezze viene ripreso, non si
mette certo in dubbio che i ragazzi non conoscano la
problematica e si da per scontato che gli studenti sappiano
individuare senza incertezze le situazioni che necessitano
del ricorso a tale concetto.

E proprio nel corso della scuola media, quindi, che si pud
collocare un intervento didattico su dgquesto argomento,
mirato ad indagare e a mettere in dubbio, prima ancora che
a presentare, uno schema di ragionamento che ricorra alla
costanza di rapporti.

La proposta didattica che abbiamo elaborato per la seconda
media si propone dunque 1'ampliamento del concetto di
rapporto e la costruzione del ragionamento proporzionale,
una costruzione ragionata, discussa e condivisa da tutta la
classe, attraverso la presentazione di opportune situazioni
problematiche.

Ci siamo proposti di costruire un itinerario didattico in
cui il ricorso alla costanza di rapporti nascesse come
strategia necessaria per affrontare le situazioni
problematiche proposte e soprattutto si scontrasse con
altre strategie risolutive, abbastanza spontanee ma di
fatto non adeguate alle situazioni stesse. Momenti
fondamentali di questo itinerario sono state proprio le
discussioni della classe sulle varie strategie risolutive
emerse, durante le quali 1'insegnante non si & pronunciata
sulla correttezza delle argomentazioni, lasciando cosi
spazio alle varie espressioni di assenso o dissenso.

In precedenza un test esplorativo composto da 15 problemi
era stato proposto durante il secondo quadrimestre a 162
alunni appartenenti a nove classi di terza media di Pavia e
provincia, allo scopo di valutare con quanta consapevolezza



venisse usato 1l rapporto a conclusione del ciclo della
scuola dell'obbligo.

E nella soluzione del seguente problema che gli studenti
avevano commesso la maggiore percentuale di errore, forse
anche per il contesto problematico poco usuale :

“ Mario partecipa a un torneo di ping-pong di 18 partite,
vincendone 12. Antonio, partecipando a un altro torneo di
24 partite, ne vince 16. Chi ha avuto il miglior risultato?

n
.

~

Senza entrare nel dettaglio degli esiti ottenuti, e
interessante osservare, per quello che si dira poi, che dei
45 studenti (28%) che hanno sbagliato e non hanno usato un
rapporto, 38 (23%) sono ricorsi al calcolo di differenze.
Inoltre 10 alunni (6%) non hanno tentato neanche di
risolvere l'esercizio. In conclusione, il problema aveva
costituito wuna notevole difficolta per il 34% degli
studenti di fine terza media.

L’itinerario didattico elaborato per 1lo sviluppo del
ragionamento proporzionale & fondato su tre ipotesi
centrali.

La prima ipotesi & che 1l’'apprendimento significativo del
ragionamento proporzionale da parte degli alunni non possa
avvenire con una sua semplice descrizione da parte
dell’insegnante, in accordo con uno dei principi
fondamentali del costruttivismo.

Come ogni altro concetto matematico, dunque, anche la
proporzionalita deve essere costruita attivamente dagli
alunni. Occorre quindi che la necessita di un tale tipo di
ragionamento sia fatta nascere in situazioni problematiche
opportune, nelle quali cioe gli alunni stessi, attraverso
adeguate discussioni e approfonditi confronti tra le varie
strategie possibili, riconoscano il modello concettuale
della proporzionalita come il piu adeguato per 1le
situazioni proposte.

La seconda ipotesi che sta alla base del nostro lavoro &
che gli alunni di 12-13 anni siano in grado, se messi in
opportune situazioni didattiche, di proporre ipotesi di
modelli risolutivi, di confutare il ricorso a strategie
scorrette (ad esempio il ricorso al modello additivo delle
differenze costanti) e di validare invece la correttezza
dell’utilizzo del ragionamento proporzionale. Si vedra in
cio che segue come questa ipotesi sia stata ampiamente
suffragata durante la realizzazione delle sperimentazioni.

La terza ipotesi, infine, riguarda la modalita didattica da
adottare nelle situazioni problematiche proposte agli
alunni: la discussione collettiva, coordinata adeguatamente
dall’insegnante, €& risultata una modalita molto efficace
per uno sviluppo positivo del pensiero proporzionale.

In accordo con i principi del costruttivismo sociale si
ritengono centrali, nello sviluppo educativo degli
studenti, sia i processi individuali che le interazioni con
gli altri, cioé sia la dimensione individuale che quella
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sociale. Insegnanti e studenti dovrebbero realizzare in
classe attivita di ricerca in cui poter lavorare insieme,
ponendo e risolvendo questioni.

Compito dell’insegnante non €& piu quello di preparare gli
alunni alla memorizzazione e ripetizione di formule e
concetti ma quello di promuovere negli alunni le qualita di
un ricercatore, cosl da saper affrontare situazioni
mutevoli e complesse, anche al di fuori dell’ambiente

scolastico. Per arrivare ad un tale traguardo 1la
discussione collettiva su opportune situazioni
problematiche costituisce una modalita didattica

importante: rispetto ad altre modalita infatti essa forza
maggiormente gli alunni alla partecipazione, alla ricerca
di giustificazioni o confutazioni, in sintesi ad un
produttivo confronto cognitivo con i compagni.

Le schede sperimentate sono state pensate come schede
individuali: dopo la 1loro compilazione seguiva pero la
discussione collettiva, coordinata dall’insegnante, sulle
strategie risolutive emerse e questa fase, come
sottolineato, era dunque fondamentale

Cio che mi preme sottolineare, perché ha senza dubbio
favorito l'analisi approfondita delle esperienze effettuate
in classe, e il fatto che esse siano state sviluppate con
la collaborazione di alcune laureande in matematica, che
hanno trasformato le varie esperienze in oggetto di studio
per la loro tesi di laurea (Valeria Valenziano [1995],
Elena Castagnola [1996], Maria Cristina Torresani [1997],
Monica Rusconi [2001]): gquesto ha consentito anche di avere
a disposizione le registrazioni di tutte le discussioni
effettuate, le loro trascrizioni ed ulteriori annotazioni
sullo svolgimento dell’esperienza. Non sarebbe stato
ovviamente possibile avere a disposizione la stessa mole di
informazioni se 1l’insegnante fosse stata sola in classe.

2. LA PRIMA SITUAZIONE PROBLEMATICA

Per la formulazione della prima scheda sono state esaminate
diverse situazioni allo scopo di individuare quelle che
potessero favorire la costruzione di strategie risolutive e
consentire la validazione o confutazione delle stesse
attraverso la discussione e sulla base di un vissuto
significativo per i ragazzi di 12-13 anni.

Si e quindi preferito scartare problemi collegati a
similitudine e velocita, poiché richiedono la conoscenza di
concetti non ancora famigliari, o relativi ad esempio al
rapporto lato-perimetro di un gquadrato, che, costituendo
una situazione di proporzionalita elementare, non danno
adito ad errore.

In questa scheda si €& quindi pensato di proporre un
problema sui miscugli di colore, essendo abbastanza



intuitiva 1l’idea di “uguale tonalita di <colore” e
soprattutto molto famigliare ad alunni di scuola media.
Anche la scelta dei dati non & casuale: si pud notare, ad
esempio, che il numero dei barattoli di giallo a
disposizione di Piero & esattamente la meta di quelli usati
per dipingere il primo pannello.

Per rendere piu evidenti le relazioni numeriche tra i dati
assegnati, si richiede di collocarli in una tabella prima
di procedere alla soluzione del quesito.

Il testo della scheda & il seguente:

1

Si devono dipingere di verde tre pannelli di dimensioni
diverse e si hanno a disposizione barattoli tutti uguali, di
colore giallo e blu.
I pannelli devono avere tutti la stessa tonalita di colore.
MARCO ha dipinto il primo pannello utilizzando un miscuglio
ottenuto con

4 barattoli di blu e 6 barattoli di giallo
LUISA deve dipingere il secondo pannello: per ottenere la
stessa tonalita di colore ed avendo a disposizione 10
barattoli di blu, di quanti barattoli di giallo ha bisogno?
PIERO, per il terzo pannello, ha 3 barattoli di giallo: di
quanti barattoli di blu ha bisogno?
Prima di rispondere colloca i dati nella seguente tabella,
poi rifletti e completa la tabella:

BARATTOLI BARATTOLI
di BLU di GIALLO
MARCO
LUISA
PIERO

Spiega il tuo ragionamento per completare la tabella:

PEL LUISA oo oo ee eoeeeeeooescceoosscoceoosescscoossscsccosssscscocssssceses

La situazione problematica proposta pud dar luogo a due
diversi procedimenti risolutivi: uno basato sulla
differenza e l'altro sul rapporto:

1. alcuni alunni, notando la differenza tra il numero dei
barattoli blu e quelli gialli di Marco, potrebbero ritenere
essenziale mantenere invariata tale differenza anche nei
casi di Luisa e Piero;

2. altri alunni potrebbero intuire che é basilare mantenere
costante il rapporto tra i numeri. Tale rapporto pud essere
visto “in riga”, cioé tra il numero dei barattoli di blu e
quello dei barattoli di giallo, o “in colonna”, ossia tra
il numero dei barattoli del medesimo colore utilizzati per
dipingere i pannelli.

In ogni caso 1 ragazzi dovrebbero essere in grado di
scegliere una strategia e la scheda richiede anche che essi
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spieghino verbalmente il ragionamento che 1li ha guidati.
Tale richiesta ha lo scopo di favorire negli alunni la
riflessione sui propri processi di pensiero: non & semplice
ripercorrere le tappe del proprio pensiero, né é facile
riprodurle verbalmente, tuttavia si tratta di un momento
cognitivo fondamentale, che consente di fissare il proprio
ragionamento e di poterlo quindi ricordare a se stessi o
comunicare agli altri.

Nella discussione che segue il 1lavoro individuale sulla
scheda si prevede che si esprimano le varie soluzioni dei
ragazzi e soprattutto si argomenti sulle strategie
risolutive proposte. Durante tale fase di discussione &
possibile che alcuni mettano in dubbio o arrivino anche a
modificare la propria soluzione. Per essere dunque a
conoscenza della situazione cognitiva di ogni alunno, si e
pensato di introdurre una nuova scheda il cui testo e il
seguente:

A conclusione della discussione sulla Scheda 1:

NON HO CAMBIATO IDEA sulla mia soluzione perché ..
HO CAMBIATO IDEA sulla mia soluzione perché ...
SONO INCERTO sulla mia soluzione perché ...

Le risposte a questa scheda consentono di verificare se la
discussione ha dato origine ad eventuali ripensamenti sulla
soluzione al problema proposto e di conoscere anche le
motivazioni che 1li hanno favoriti.

3. LE SOLUZIONI E LA DISCUSSIONE DI CLASSE

Per completare la Scheda 1 di solito la maggioranza dei
ragazzi utilizza una strategia additiva: osservato cioé che
la differenza tra i barattoli di giallo e quelli di blu
usati da Marco & 2, impone la stessa regolarita nei casi di
Luisa e di Piero, trovando cosi che a Luisa occorrono 12
barattoli di giallo e a Piero 1 di blu.

Accade sempre, pero, che alcuni alunni ricorrano
esplicitamente a strategie intuitive che preludono al
ragionamento proporzionale, concludendo correttamente che a
Luisa occorrono 15 barattoli di giallo e a Piero 2 di blu.
I ragazzi che rispondono in modo adeguato possono ad
esempio fare riferimento a rapporti ‘in riga’ sulla tabella
proposta dalla scheda, che qui e utile riportare completa
dei dati assegnati:

BARATTOLI di|BARATTOLI di
BLU GIALLO

MARCO 4 6

LUISA 10

PIERO 3




E possibile cioé notare che i barattoli blu di Marco sono i
2/3 di quelli gialli, o che quelli gialli sono i 3/2 di
quelli blu oppure che i barattoli gialli sono una volta e
mezza quelli blu e imporre la stessa regolarita anche per
Luisa e Piero.

Ecco esempi di protocolli relativi alle tre tipologie di
motivazioni descritte.

Benedetta:

“Per Luisa Ho tenuto sempre conto che i barattoli di blu
sono i 2/3 di quelli gialli. Infatti Marco ha utilizzato 4
barattoli di blu e 6 di giallo e 4 é i 2/3 di 6.

Per Piero lo stesso che per Luisa”

Elisa C.:

“Per Luisa Secondo me dato che Luisa ha a disposizione 10
barattoli di blu per avere una tonalita di verde uguale a
quella di Marco deve per forza prendere i 10 barattoli e
dividerli a meta ovvero fare 2 gruppi da 5 barattoli 1’uno.
Allora deve prendere tanti barattoli perché il numero dei
barattoli gialli deve essere il triplo di 5. Quindi deve
prendere 15 barattoli. Cosi otterra la stessa tonalita di
Marco.

Per Piero Piero ha 3 barattoli di giallo e dato che 1il
numero dei barattoli gialli é il triplo della meta di
quelli blu, quelli blu sono 2. Perché la meta di 2 é 1 e 3
é il triplo di 1.”

Elena:

“Per Luisa Deve usare come Marco tanti barattoli di giallo
quanti quelli di blu + la meta.

Per Piero Marco e Luisa hanno usato un certo numero di
barattoli di blu e 1lo stesso numero piu la meta di
barattoli gialli. Quindi Piero ha 3 barattoli, 2 di blu piu
la meta di questi.

In tutti e tre 1 casi 1 barattoli di giallo sono l’intero
piu la meta dell’intero.”

Alcuni alunni che rispondono correttamente possono invece
ragionare ‘in colonna’, anche interpretando in modo
differente il ricorso a tale rapporto. Ecco due esempi:

Elisa B.:
“Per Luisa I barattoli di blu di Marco sono 4 e quelli di

Luisa sono 10, se riesco a capire di quanto si é
‘ingrandito’ il barattolo di blu di Marco per arrivare alla
grandezza del barattolo blu di Luisa, posso calcolare la
grandezza del barattolo giallo di Luisa. Per fare questo
devo moltiplicare 4xn dove n= 10:4 = 2,5. 2,5x6 = 15
barattoli gialli di Luisa.

Per Piero La stessa cosa la faccio con Piero, solo che
adesso parto dai barattoli gialli. 3:6 = 0,5 0,5x4 = 2
barattoli blu di Piero”
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E’ curioso, nel protocollo di Elisa B., l’uso del termine
‘ingrandito’, che l’alunna stessa mette tra virgolette, a
sottolineare che 1l’ambiente in cui sta wutilizzando il
termine non €& quello piu opportuno: €& evidente comunque
l1’adeguatezza dell’analogia e 1l'efficacia della sua
argomentazione. Trovato nel caso di Luisa il ‘fattore di
ingrandimento’ per i barattoli di blu, cioé 2,5, esso viene
applicato anche per i barattoli di giallo; 1l’alunna procede
poi analogamente nel caso di Piero, dopo aver trovato che
in questo caso il fattore moltiplicativo (che in effetti
risulta ora di ‘riduzione’) e 0,5.

Altri alunni che rispondono correttamente possono
riferirsi sia a rapporti ‘in riga’ che a rapporti ‘in
colonna’, come risulta evidente ad esempio dal seguente
protocollo:

Giovanni:

“Per Luisa BLU 4+4+4:2 = 10 GIALLO 6+6+6:2 = 15 — 4/6
= 10/15

So <che tutti 1 numeri sono una classe di frazioni
equivalenti

Per Piero GIALLO 15:5 = 3 10:5 =2 — 4/6 = 10/15
= 2/3"

Durante la discussione a seguito del lavoro sul problema
della prima scheda 1’'insegnante sollecita i ragazzi ad
esporre le differenti strategie risolutive e favorisce il
confronto e il dialogo nella classe, senza dichiarare quale
sia la strada piu opportuna da seguire ma lasciando che
siano gli alunni stessi i protagonisti del dibattito.
Mentre durante il lavoro individuale ogni ragazzo ha dovuto
rispondere alle domande della scheda e motivare le risposte
date, ora, durante la discussione, occorre affrontare un
compito piu complesso: ascoltare le soluzioni dei compagni,
accorgersi delle analogie o delle differenze con la propria
soluzione e decidere di accettare o confutare soluzioni
differenti dalla propria fornendo motivazioni adeguate.

In ci0 che segue si ©presentano alcuni esempi di
argomentazioni proposte dai ragazzi per confutare la
strategia additiva a favore del ragionamento proporzionale.
Vediamo dunque, attraverso alcuni esempi, come gli alunni
siano capaci, spesso con ragionamenti originali ed
efficaci, di sostenere tale nuovo e difficile compito.

In una classe il primo ad esprimere dubbi sulla strategia
scorretta proposta da una compagna € Riccardo:

Riccardo: “Se hai 2 barattoli gialli come fai?"”
Insegnante: “Perché? Cosa vuol dire ‘2 barattoli gialli’?”
Riccardo: “Lei dice che 1 barattoli gialli devono essere
sempre 2 in piu di quelli blu.”

Insegnante: “Lei dice che ... vero Alessandra che é cosi?

... che devono essere 2 barattoli in piu di quelli blu.”



Riccardo: “"E ma se lei ha 2 barattoli gialli come fa?”

Alessandra: “E ... non lo so”

Insegnante: “In che senso ... 2 barattoli gialli?"”
Riccardo: “Mettiamo: Piero invece di usare 3 barattoli
gialli ne aveva 2... come fa poi? Ti diventa 02?”
Insegnante: “Non ho capito bene cosa dice lui ... dimmelo
un po’ tu, Tomaso”

Tomaso: “Dice che i barattoli blu devono essere sempre 2
meno di quelli gialli, quindi se Piero al posto di avere 3
barattoli di giallo aveva 2 barattoli gialli ... cioé 1

barattoli blu dovrebbero essere stati 0 e quindi non viene
verde”

I1 ricorso a questa situazione “‘limite’ si verifica
frequentemente nelle sperimentazioni di queste schede di
lavoro e costituisce senza dubbio una riflessione
significativa: pud comunque accadere che questo tipo di
argomentazione non abbia un seguito immediato, cioé non
venga subito compresa o condivisa: si verifica, pero, che
ogni volta essa lascia una traccia importante, che emerge
poi in interventi successivi.

Un altro tipo di motivazione <che emerge spesso per
contrastare la soluzione delle differenze costanti e che da
luogo a sviluppi interessanti & evidente nei passi
seguenti:

Michele: “Io volevo contestare la teoria di Angelo e
degli altri perché volevo dire ... Adesso mettiamo che il
pannello di Marco é due volte piu grande ... e quindi ci
vorrebbero 12 barattoli di giallo e quelli blu
diventerebbero 8 ... e la differenza aumenta”

Walter: “Se mi viene la differenza ... cioé se viene

piu differenza fra i barattoli di blu e i barattoli di
giallo, cambia la tonalita del verde”

Insegnante: “Quindi tu ritieni che il pannello grande il
doppio che aveva ipotizzato Michele avra una tonalita
diversa ..."

Walter: “Perché la differenza tra il giallo e il blu é
maggiore!"”

Michele: “Walter, ascolta: moltiplicando per 2, 1 barattoli
usati sono uguali. Se veniva con 6 e 4 la stessa tonalita,
aggiungi un altro 6 e 4 e la differenza é comunque 4
barattoli ma la tonalita e uguale!”

Accade spesso che le motivazioni espresse dai ragazzi non
siano chiare, risulta cioé evidente che gli alunni stiano
quasi ‘pensando a voce alta’, tentando di esprimere a se
stessi e agli altri cid che non 1li convince. Si tratta di
momenti importanti perché i compagni possono cogliere e
sviluppare 1l’idea emersa, come risulta dalla seguente
sequenza di interventi:
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Francesco: “Io ottengo un colore che é diverso se resto
dell’ipotesi del 6 meno 4, dell’l e 3 ... é sbagliato! Sono
convinto che devo mantenere le proporzioni, se io
moltiplico uno devo moltiplicare anche 1’altro, se 1io

facessi sempre ... se avessi fatto ... non lo so, io dico:
ogni 4 barattoli di Marco ... se dico che ... ma mancano le
proporzioni perché 10 non e 4!”

Insegnante: “Allora .. 1o non ho capito queste parole
‘mancano le proporzioni’: cosa significa?”

Francesco: "“Cioé nel senso che se io devo moltiplicare un
numero, devo moltiplicare anche 1l’altro”

Insegnante: “Ma perché é necessario moltiplicarlo e non

fare la differenza come fanno loro?”

Francesco: “Se 1io trovo la differenza, trovo la differenza
fra 4 e 6 ma non fra 10 e un altro numero, la trovo fra 4 e
6. Se invece io calcolo che 4 é i 2/3 di 6, pol posso
calcolare i 3/2 di 10 e i 2/3 di 3"

Andrea: “Per esempio se 1o devo diminuire due numeri
diversi, cioé allora, se devo mantenere la proporzionalita
non posso togliere lo stesso numero di barattoli, che e 2,
da un numero che é minore, diverso dai primi perché il
rapporto che c’é tra 6 e 4 e diverso da quello che c’é tra
10 e il numero 12, cioé non posso togliere il numero che in
proporzione 6 4 da la stessa tonalita ad un numero che é
maggiore ... non si pud ottenere la stessa tonalita ..."
Edoardo: “La differenza fra 4 e 6 € 2, ma 2 ha diverso
valore sui numeri, per esempio su un milione 2 non ha lo
stesso valore che su 4, ad esempio 50 lire su 100 lire é
tanto, su un milione non & niente!"”

Elisa: “Se 1o sono povera e mi danno 2000 lire é
tantissimo per me, se sono ricca e mi danno 2000 lire non
me ne importa niente: 2 rispetto ai numeri ha un valore
diverso!"”

Dagli esempi illustrati emerge chiaramente la ricchezza
delle argomentazioni dei ragazzi, sollecitata dalla
tensione cognitiva <creata dalla novita del problema
affrontato: si tratta indubbiamente di situazioni
didattiche molto fruttuose, come evidenziano i risultati
che di solito si ottengono. A conclusione della fase di
discussione, infatti, gli alunni compilano la scheda
descritta nell’itinerario, nella gquale sono invitati a
dichiarare se a seguito del dibattito hanno cambiato idea
oppure sono incerti sulla loro iniziale strategia
risolutiva, motivando 1l’eventuale cambiamento.

In riferimento alle esperienze svolte accade sempre che un
buon numero di alunni che avevano scelto la strategia
additiva dichiarino di aver cambiato idea, optando per la
strategia dei rapporti costanti oppure si dichiarino
incerti: nel complesso risulta dunque che gli alunni
recepiscano in modo significativo le argomentazioni emerse



in <classe, condividendole o comunque prendendole in
considerazione.

Di solito non tutti gli studenti, a fine discussione, sono
d’accordo con la necessita del ricorso ai rapporti,
tuttavia 1'insegnante non si pronuncia in merito alla
correttezza delle varie strategie. Con le schede successive
la classe pud dunque affrontare nuovamente 1la stessa
problematica in un contesto diverso.

4. LA SECONDA SITUAZIONE PROBLEMATICA:
ULTERIORI ARGOMENTAZIONI

L'itinerario didattico prosegue con la proposta, ai
ragazzi, delle schede 2, 3, 4, una alla volta. La prima
introduce gli alunni in un nuovo contesto problematico, le
partite a tennis, e, dati il numero delle partite giocate e
vinte da ognuno di 4 giocatori, si chiede chi sia il piu
bravo.

Il testo della scheda & il seguente.

2
Alberto, Bruno, Carlo e Dario sono giocatori di tennis della
stessa categoria. Durante 1'anno scolastico hanno partecipato
a diversi tornei ottenendo i seguenti risultati:

Alberto Bruno Carlo Dario
Partite vinte 15 20 28 48
Partite giocate 30 90 52 100

In base agli esiti ottenuti secondo te chi é& il piu bravo?
Spiega come sei arrivato alla tua conclusione. Se ti sembra
utile puoi anche utilizzare tabelle, schemi, segmenti,.......

Si tratta ancora di una scheda esplorativa, per rispondere
alla quale non e fondamentale 1l'uso del rapporto; infatti,
volutamente, i dati numerici proposti danno la possibilita
di adottare piu strategie risolutive: in particolare Carlo,
poiché & l'unico che vince piut di quanto perde (28 & piu
della meta di 52), & senza dubbio il piu bravo.

Attraverso 1le risposte dei ragazzi, si pud comungue
constatare se qualcuno ricorra spontaneamente ad un
confronto di rapporti, eventualmente anche a seguito della
discussione effettuata.

La maggioranza della classe, nella scheda 2, risponde di
solito adeguatamente, affermando che Carlo & il migliore
fra i giocatori proposti.

Le motivazioni che gli alunni presentano sui 1loro
protocolli sono spesso di tipologie differenti: un buon
numero di alunni si accorge sempre che Carlo & 1l’unico
giocatore a vincere piu della meta delle partite che gioca
e dunque e il piu bravo.
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E’ frequente anche il confronto tra partite vinte e perse
di ciascun giocatore, che interpreta in un altro modo,
peraltro equivalente al precedente, la situazione proposta.
Un esempio € il seguente.

Alice Man.:
“30 — 15 = 15 (perse) Alberto 90 — 20 = 70 (perse)Bruno
52 — 28 = 24 (perse) Carlo 100 — 48 = 52 (perse) Dario

Il piu bravo é& Carlo perché é l’unico che fra tutte le
partite che ha fatto ne ha vinte di piu di quelle che ha
perso, cioé il numero di partite vinte sono maggiori di
quelle perse.”

Alcuni alunni presentano motivazioni che si riferiscono a
rapporti, oltre che al confronto delle partite vinte con la
meta delle partite giocate, come evidenziano i due
protocolli che seguono, nei quali si nota come il
ragionamento proporzionale sia gia ad un buon livello di
sviluppo.

Edoardo:

“Secondo me il piu bravo & Carlo perché ne ha vinte piu di
meta.

Sono arrivato alla conclusione facendo cosi:

15/30 = 0,5 Alberto 20/90 = 0,222 Bruno
28/52 = 0,538 cCarlo 48/100 = 0,48 Dario

Ho fatto cosi perché praticamente le partite sono delle
frazioni, per esempio Carlo ne ha vinte 28 su 52 quindi
28/52 = 0,538."

Nella scheda successiva, dati il numero di partite vinte e
giocate di un solo atleta, si chiede di calcolare il dato
mancante di altri sportivi perché possano essere ritenuti
tutti “ugqgualmente bravi”.

Il testo della scheda e il seguente:

3
Nella seguente tabella ci sono gli esiti delle partite
a tennis giocate da alcuni giocatori della stessa
categoria.
Completa la tabella in modo che i giocatori si possano
considerare ugualmente bravi (in base agli esiti della
tabella):

Claudio| Enzo Anna | Marco| Elena

N° partite vinte 20 10 | ...... 50 |....

N° partite giocate 70 | ..... 105 |.....

Spiega come hai fatto a trovare i numeri per completare la
tabella.



PEY ENZO toovveeeeeeeoooscaeososssasnssssssansssss
PEYr ANNA ... oeeeeeeoooseaensosossaaossssssansssss
PEY MArCO ....ccoeeeeeoceseeeosossseocsosssssccsss
Per El€NA ......ccvoeeeeeeeoeoeeeoseesessssssssssssssss

Per trovare i dati mancanti, i ragazzi potrebbero notare ad
esempio che le partite vinte da Enzo sono proprio la meta di
quelle vinte da Claudio e quindi ripetere l'operazione per
le partite giocate oppure che le partite giocate da Anna
sono una volta e mezza quelle giocate da Claudio e quindi
mantenere la stessa regolarita per le partite vinte.

Ci si aspetta in ogni modo che alcuni alunni sottraggano il
numero di partite vinte da quello delle partite giocate e
mantengano tale differenza nei casi successivi, ritenendo
capaci allo stesso modo due giocatori con un numero pari di
sconfitte.

L'ultima scheda riguardante questa situazione & stata
studiata appositamente per far riflettere tutta la classe
sull’uso scorretto del «criterio della costanza della
differenza come metodo per giudicare ugualmente bravi i
giocatori.

I ragazzi, dopo aver completato una tabella con il numero di
partite vinte e giocate da otto atleti mantenendo in ogni
caso costante il numero delle sconfitte, devono stabilire se
1li possono ritenere tutti ugualmente bravi.

Il testo della scheda e il seguente:
4
Completa ora la seguente tabella in modo che per ogni

giocatore la differenza tra il numero delle partite giocate
e quello delle partite vinte sia 30.

Ada| Aldo | Bice | Enzo | Anna | Ivo | Gino Emma
N° partite 2 | eeeen 30 eee | eeeen. 10 | eeeee | eceeee
vinte
N° partite 32 |eeeee| een.. 64 | ..... R e 100
giocate

In base ai dati della tabella completata sei disposto a
considerare tutti i giocatori "ugualmente bravi" ?
Giustifica la tua risposta.

Anche 1in questa circostanza la scelta dei dati non e
casuale: si pud notare che Bice ha uno stesso numero di
vittorie e di sconfitte, mentre Enzo gioca il doppio delle
partite giocate da Ada e dquesto potrebbe favorire le
argomentazioni per confutare la strategia proposta.

Per tre giocatori non & fornito alcun dato: alcuni ragazzi
potrebbero orientare le loro scelte verso casi particolari
significativi, in cui ad esempio si wutilizzino numeri
abbastanza alti e per i quali sia dunque evidente il
“diverso peso” delle 30 partite perse.
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Con questa scheda si & deciso di dedicare uno specifico
momento  didattico alla discussione della strategia
scorretta del ricorso alle differenze costanti perché,
anche 1in base ad esperienze precedenti, si & ritenuto
cognitivamente efficace promuovere la riflessione di tutta
la classe (anche di chi non ha sbagliato nella scheda 3) su
una strategia basata su un modello matematico cosli semplice
e “naturale” come quello additivo: si vuole in questo modo
forzare 1 ragazzi a rendersi conto delle motivazioni in
base alle quali il modello additivo non €& adeguato alla
situazione problematica proposta.

La maggioranza degli alunni risponde di solito che
giocatori non sono ugualmente bravi, solo una minoranza
dichiara invece che i giocatori hanno uguale bravura.
Le motivazioni di chi risponde correttamente sono, come al
solito, piuttosto varie e presentano livelli differenti di
consapevolezza

Ecco due passaggi particolarmente significativi che si
riferiscono in particolare alla discussione relativa alla
scheda 4:

Niccolo M. : Per me non sono tutti bravi ugualmente, perché
non appartengono tutti alla stessa classe di equivalenza,
perché se divido numeratore e denominatore ottengo
risultati completamente diversi .

Insegnante: Luisa, vedo che fai una faccia un po' cosl.
Luisa: Io avevo detto di si perché é lo stesso ragionamento
della terza scheda: le partite vinte sono sempre 30 in meno
di quelle giocate.

Insegnante: Alessio, tu cosa dici?

Alessio: Io dico che come é& possibile che due giocatori
siano bravi uguali quando uno ne gioca 70 e ne vince 20 e
un altro ne gioca 100 e ne vince 50? E se uno ne gioca 50 e
ne vince 0?

Marco V.: Se un giocatore ne gioca 30 e ne vince 0 e uno ne
gioca 2000 e ne vince 1970, lui ne ha vinte 1970, pero 30
ne ha sempre perse.

Insegnante: Quindi per te e ugualmente bravo, giusto?

Marco V.: Si.

Giovanni: Per me ha ragione Marco. E' come per i colori, la
differenza & sempre quella: giocarne 30 e vincerne 0 é come
giocarne 31 e vincerne 1.

Alessio: Questi sono 1 barattoli che giocano a tennis. E'
lo stesso discorso. Si possono giocare anche miliardi di
partite, 1'importante & che si mantenga il rapporto.
Pamela: Per me, €& sbagliato quello che dice Marco perché se
un giocatore ha giocato 32 partite e ne ha vinte 2, la
differenza & 30 allora sono piu le partite perse che quelle
vinte; mentre se un giocatore ne ha giocate 80 e ne ha
perse 30 vuol dire che quelle vinte sono 50 e sono di piu
quelle vinte di quelle perse.



Nel ragionamento di Pamela c'e 1l'ipotesi che se uno vince
pit partite di quelle che perde & piu bravo di un altro che
perde pilu partite di quelle che vince.

Alessio: Io vorrei fare uno deli mieli soliti esempi.
Supponiamo di avere un pezzo di pane. Dividiamolo in 30
parti; seguendo il suo ragionamento, la differenza deve
essere 30, non te ne do niente. Prendo un altro pezzo di
pane, lo divido in 70 parti e te ne do 40. Secondo te, hai
mangiato uguale?

Giovanni: No. Pero dipende dagli esempi perché nei colori
era giustissimo

Insegnante: noi non abbiamo detto che era giusto, non
abbiamo detto niente.

Giovanni: Per me era giusto; la quantita sara stata
diversa, pero il colore era lo stesso.

Insegnante: Paolo.

Paolo: Io vorreli dire una cosa a Giovanni. Tu sostieni che,
per avere la stessa tonalita, i gialli devono essere sempre
2 in piu dei blu. Ma se i barattoli gialli sono 2, i blu
devono essere 2 in meno, quindi sono 0. Non si pud ottenere
la stessa tonalita; infatti viene giallo. Percid non puo
essere sempre la differenza uguale.

Osserviamo, negli interventi di Alessio, Pamela e Paolo, la
notevole efficacia degli esempi numerici scelti (in
particolare del ricorso allo 0) e delle analogie proposte.
In una verifica individuale proposta in questa classe dopo
le prime quattro schede ma prima di wuna trattazione
sistematica della proporzionalita e senza aver lavorato su
altre situazioni problematiche, si & potuto constatare
l'incisivita delle argomentazioni dei ragazzi emerse
durante le discussioni in classe.

Ad esempio, di fronte al quesito:

"Per preparare un'aranciata mescoli 6 parti di succo
concentrato d'aranciata ed 8 parti di acqua. Luisa per
avere la stessa concentrazione mescola 12 parti di acqua
con 10 di succo. E' giusto il procedimento di ZLuisa?
Giustifica."

La totalita della classe concorda sulla scorrettezza del
procedimento di Luisa e 5 alunni ripropongono
esplicitamente argomentazioni con il ricorso allo =zero,
come ad esempio nel seguente protocollo di Marco:

"No, il procedimento di Luisa €& sbagliato perché avere 10
parti di succo e 12 parti di acqua é diverso che avere 8
parti di acqua e 6 parti di succo.

Non puo essere uguale perché se Luisa prendesse 0 parti di
succo e 2 di acqua non sarebbe uguale, anche pur essendovi
la differenza di 2."

Anche se la spiegazione di Marco non & del tutto esplicita,
costituisce comunque una prova di quanto abbiano inciso gli
esempi "con lo zero" emersi proprio dai ragazzi.
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5. OSSERVAZIONI CONCLUSIVE

Oltre alle due situazioni problematiche presentate,
l’itinerario didattico prevedeva un’ulteriore situazione,
nell’ambito della probabilita (la valutazione della
probabilita di un evento non era pero stata oggetto di
riflessione e studio per 1la classe), prima della fase
conclusiva del progetto, cioé del riconoscimento, da parte
dell’insegnante, della adeguatezza delle strategie
proporzionali emerse e discusse.
Senza aggiungere altri dettagli, vogliamo qui esporre, in
sintesi, c¢i® <che ha caratterizzato 1le due situazioni
problematiche descritte nei paragrafi precedenti e che,
anche secondo il giudizio degli insegnanti, €& stato
determinante per il coinvolgimento cognitivo di tutta 1la
classe (si tratta delle condizioni che caratterizzano una
situazione-problema, esposte nel Capitolo 5):
le conoscenze iniziali degli alunni della classe erano
state giudicate sufficienti affinché essi potessero
procedere da soli, cioé pensare di utilizzare una
strategia che facesse riferimento, anche
inconsapevolmente, a un ragionamento proporzionale o a
un altro tipo di ‘"regolarita" che comunque erano in
grado di accettare o confutare;
gli allievi potevano decidere da soli se una soluzione
era corretta oppure no: fondamentale, in questo caso, é
stata la discussione <che 1'insegnante ha saputo
sollecitare nella <classe a partire dalle strategie
proposte dagli alunni stessi, a conclusione del lavoro
individuale;
dovevano essere costruite nuove conoscenze: nel nostro
caso infatti, come gia osservato, l'obiettivo era quello
di costruire il ragionamento proporzionale;
la conoscenza che si desiderava venisse acquisita
dall'allievo doveva essere lo strumento pil adatto alla
soluzione dei problemi proposti: in entrambi i casi le
strategie additive si rivelavano inadeguate e 1lo
strumento matematico pil opportuno risultava il ricorso
a rapporti costanti.

E’ evidente, infine, il collegamento alla teoria
dell’Inquiry descritta nel Capitolo 6, centrata sull’uso
positivo degli errori nell’educazione matematica.

La discussione di classe, come si & visto, si & sviluppata
proprio intorno alla strategia scorretta, quella delle
“differenze costanti”, emersa dalla maggioranza degli
alunni. La Scheda 4, in particolare, propone la riflessione
su questa strategia a tutta la classe, forzandone cosi la
confutazione in base alle argomentazioni sollecitate dalla
scheda e che infatti, come si e visto, sono emerse nella
discussione.



CAPITOLO 10

UN ESEMPIO DI PROBLEMA PER UN USO
CONSAPEVOLE DEI SIMBOLI MATEMATICI

1. INTRODUZIONE

In questo Capitolo si presenta una attivita sviluppata a
partire da un semplice problema sulle potenze, assegnato in
due classi prime di un istituto superiore.

Il contributo di riferimento e “Una esperienza
sull’intreccio di 1linguaggi per un uso consapevole di
simboli matematici” (A. Baldrighi, C. Bellinzona, A. Pesci,
Atti del Convegno nazionale n. 15 Matematica & Difficolta,
“Matematica e difficolta: i nodi dei linguaggi”, a cura di
R. Imperiale, B. Piochi, P. Sandri, Pitagora, Bologna,
2007, pagg. 60-65).

L’'analisi degli elaborati dei ragazzi, le discussioni in
classe sulle soluzioni proposte, le argomentazioni e 1
fraintendimenti emersi sono occasioni interessanti per
riflettere sul ruolo dei 1linguaggi, ad esempio verbale,
grafico e simbolico, nello sviluppo del pensiero
matematico: €& importante che 1’insegnante dedichi a tali
momenti wuna particolare attenzione, cosi da sollecitare
negli studenti, anche di scuola secondaria superiore, la
cura e la consapevolezza delle modalita di rappresentazione
adottate.

In riferimento ad esperienze didattiche sviluppate in
classe secondo la modalita collaborativa, oltre al giudizio
globalmente positivo dei risultati ottenuti, si & sempre
notata, negli insegnanti, una preoccupazione ricorrente:
quella di coniugare in modo costruttivo la grande
potenzialita di tale modalita di apprendimento con la
comune esigenza di gestire nel modo migliore i tempi di
lavoro.

E’ scaturita quindi 1la necessita di individuare nei
percorsi didattici alcuni significativi segmenti su cui
investire tempo ed energie con la prospettiva di vedere gli
alunni piu coinvolti nella costruzione di conoscenza e piu
consapevoli dei risultati raggiunti.

Avendo come ambito di lavoro il biennio di Scuola Media
Superiore, in particolare di un Istituto Tecnico, si e
scelto di lavorare sulle proprieta delle potenze
aritmetiche applicate a situazioni reali, evidenziando la
possibilita di utilizzare diversi linguaggi per
rappresentare i problemi in questione.
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La scelta & stata effettuata tenendo anche conto
dell’esigenza di favorire l’apprendimento in altre
discipline, come la fisica e la chimica in cui é& usuale

trovarne una applicazione (ordine di grandezza,
approssimazioni numeriche con numeri molto piccoli o molto
grandi, ..). Un altro forte stimolo ci & venuto dall’idea di

cercare dei problemi che catturassero l’attenzione degli
alunni e che potessero suscitare la loro curiosita.

Si e deciso dunque di proporre problemi molto semplici,
quasi sotto forma di gioco, con la caratteristica di poter
sollecitare riflessioni in riferimento sia ai 1linguaggi
utilizzati che ai contenuti matematici collegati.

2. IL TESTO DEL PROBLEMA

I1 lavoro e stato svolto con la modalita di apprendimento
collaborativo in due classi prime, per un totale di circa
sessanta alunni: la 1°D del Liceo Tecnologico, con livello
di partenza medio alto, e la 1"B dell’'Istituto Tecnico
Industriale, che in base al test di ingresso presentava una
preparazione iniziale medio bassa.
Le proprieta fondamentali delle operazioni con le potenze
in 1°D erano state ripassate, mentre nell’altra classe non
erano state ancora riprese. Ai gruppi di lavoro costituiti
nelle due classi & stato proposto il seguente problema.
Un vascello spaziale parte dalla Terra verso un pianeta
situato a 220 Km. Dopo aver percorso un quarto del
tragitto perde il contatto radio con la Terra. Quando
il contatto viene ristabilito, il vascello si trova a
219 Km dalla Terra. Quanti Km ha percorso il vascello
spaziale senza contatto radio?
(Kangourou della matematica, 2003)

Si pud notare che in tale problema si mescolano tipi di
linguaggio diversi tra loro, che si intrecciano sia nella
fase di interpretazione del contesto che in quella di
ricerca del procedimento risolutivo. Nella formulazione,
infatti, si mescolano 1linguaggio verbale e notazioni
simboliche delle potenze; & inoltre presente l’espressione
verbale “un quarto” che deve essere interpretata e poi
tradotta con 1'opportuno simbolismo e la corretta
procedura.

I1 testo richiede quindi di essere analizzato, scomposto
nelle sue parti, collegato con le personali conoscenze
aritmetiche per essere poi tradotto, anche con l’aiuto di
eventuali rappresentazioni grafiche, in espressioni
simboliche che permettano di individuare una strategia di
soluzione.

E’ noto come in matematica sia fondamentale la padronanza
della gestione di pit linguaggi, da quello verbale a quello
simbolico, a quello grafico pittorico e come sia essenziale
anche la flessibilita nel passaggio da un linguaggio
all’altro.



La letteratura in questo ambito & vastissima (si vedano ad
esempio i lavori di Ferrari P.L citati in bibliografia).

3. SVILUPPO DEL COMPITO E RISULTATI

Come e gia stato anticipato il compito e stato svolto con
la modalita di apprendimento collaborativo e fin
dall’approccio iniziale si e potuto osservare che tutti i
gruppi hanno incontrato difficolta nell’affrontare la
situazione, sia nella comprensione della situazione che
nella inevitabile necessita di scegliere opportuni
linguaggi e di collegarli ai loro significati.

In entrambi 1le <classi, alcuni gruppi hanno deciso di
procedere utilizzando le notazioni con potenze date dal
testo, altri non hanno resistito alla tentazione di provare
a superare le difficolta contingenti, legate all’uso delle
potenze in gioco, e hanno preferito percorrere una strada
pit “familiare” calcolando i numeri corrispondenti con 1la
calcolatrice.

Dall’osservazione effettuata durante il lavoro dei gruppi,
dalla successiva discussione di classe e dall’analisi dei
protocolli sono scaturite le seguenti riflessioni:

- l’interpretazione del testo ha evidenziato difficolta nel
passaggio dall’interpretazione delle singole parti
all’interpretazione globale della situazione e  nel
rispettivo collegamento alla realta proposta dal problema

- la traduzione della situazione ha stimolato i ragazzi a
utilizzare diversi tipi di linguaggio, dal simbolico per le
potenze a quello grafico per rappresentare la realta,
coinvolgendo la loro capacita di scegliere i linguaggi piu
adatti allo scopo e di passare dall’uno all’altro in modo
costruttivo

- la fase di ricerca della soluzione ha evidenziato un
forte intreccio tra: capacita di gestione del problema,
difficolta nel conciliare i significati con la sintassi,
difficolta nel ricorrere a ragionamenti adatti a trovare
informazioni non esplicitate nel testo, uso delle
conoscenze matematiche, utilizzo della calcolatrice,
difficolta nel controllo dei risultati ottenuti.

Per quanto riguarda i risultati del compito, degli otto
gruppi di lavoro solo uno €& riuscito a trovare una
soluzione corretta, ricorrendo perdo all’utilizzo della
calcolatrice per il calcolo delle potenze presenti nel
problema. La soluzione presentata & stata la seguente:

2%°= 1048576
i—del tragitto= 262144=2"*

219= 524288
219_218= 9262144
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Nonostante la soluzione scritta sul ©protocollo sia
corretta, gli alunni del gruppo, che pure 1l’avevano
formulata, hanno manifestato una comune perplessita:
pensavano di avere sbagliato il calcolo perché non erano

convinti del fatto che 2"-2"" desse 262144, lo stesso
numero che avevano calcolato in corrispondenza di 2" .

Non accettavano dunque che 2"-2"=2" | ¢ioé, quindi, che
218 <~ s~ . 219
e la meta di .

Questa perplessita & scaturita anche nell’altra classe
diventando, in entrambi i casi, oggetto di discussioni
molto articolate in cui sono risultati accostati calcolo,
scritture con potenze positive e scritture con potenze
negative ed & stata forte 1l’esigenza di concordare
l’evidenza dei calcoli con le proprieta delle potenze note
e le loro interpretazioni nel contesto assegnato.

La proposta di rappresentare la situazione graficamente
attraverso un segmento, suggerita per visualizzare la
situazione, si e scontrata con 1l’idea “istintiva” di

collocare 2" nelle immediate vicinanze di 2* , conseguenza
dell’usuale interpretazione additiva della 1linea dei
numeri.

Soltanto quando si & riusciti ad accostare coerentemente i
vari linguaggi, si e tornati all’aspetto aritmetico delle

~

potenze concludendo che 2” & 1la meta di 2* e 2" & 1la
meta di 2" .

In fase di discussione si dovevano inoltre esaminare e
discutere gli errori relativi all’uso scorretto delle
proprieta sulle potenze: tutti gli altri gruppi infatti
avevano seguito procedimenti che presentavano errori di
applicazione delle proprieta delle potenze e di gestione
delle informazioni fornite dal testo.

Ci sembra interessante proporre una sintesi delle piu
significative tipologie di errori:

a) 2%°:4=2°
b) 219_ 25= 214
C) 220_ 219= 21

d) 220:41T= 220:2—2= 222

Il caso a) presenta l’errore ricorrente in piu gruppi e a
tale proposito si pud osservare come di fronte a tale
scrittura gli alunni non siano riusciti a resistere alla
“forte tentazione” di calcolare “20 : 4” ; una situazione
analoga si rileva nei casi b) e c¢). Emerge dunque
chiaramente che il modo con cui si presenta e appare una
scrittura simbolica influenza il comportamento.



Il caso d) presenta uguaglianze corrette, tuttavia
evidenzia un errore legato all’uso della frazione come

~ . . . . 20
operatore perché occorreva moltiplicare e non dividere 2
1

per 7, .
Molto probabilmente, ad esempio, la scrittura 2%:2%  pon

avrebbe avuto lo stesso esito.

L’analisi, pur circoscritta, mette dunque in evidenza come
sia fondamentale una costante attenzione a questi aspetti
problematici, accompagnata da una adeguata interpretazione
dei  comportamenti fallimentari ad essi relativi e
collegabili quasi sempre in modo intrecciato sia a lacune o
fraintendimenti sui contenuti sia a fattori linguistici.

4. OSSERVAZIONI CONCLUSIVE

E’ noto che il 1linguaggio simbolico dell’aritmetica e
dell’algebra ha continuamente bisogno, per essere
efficacemente utilizzato, sia di poter essere collegato ai
significati che lo hanno originato sia di poter essere
tradotto e interpretato in linguaggi differenti, ad esempio
quello verbale o grafico o iconico. Se cid non accade, il
linguaggio simbolico diventa un ostacolo, diventa origine
di difficolta e fraintendimenti e spesso cio favorisce, da
parte degli studenti, wun atteggiamento di imitazione
meccanica e mnemonica di procedimenti stereotipati.

E’ evidente che se c’é la consapevolezza dell’insegnante
sulla centralita di questa tematica le attivita didattiche
proposte in classe sono di conseguenza orientate a dare
tempo e spazio alla maturazione della competenza, negli
studenti, nel ricorrere, gestire e utilizzare i vari
linguaggi.

Non si tratta di un compito semplice, tuttavia come 1la
letteratura didattica ha ampiamente sottolineato (si vedano
in particolare i contributi di P.L. Ferrari, M. Reggiani,
N. Malara citati in bibliografia) €& inevitabile dare una
costante attenzione a questi aspetti  problematici,
interpretando adeguatamente le cause dei comportamenti che
possono determinare difficolta in matematica e progettando
opportune situazioni didattiche per superare gli ostacoli
individuati.
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CAPITOLO 11

IL TEOREMA DI PITAGORA
NELLA SCUOLA SECONDARIA SUPERIORE

1. INTRODUZIONE

Questo Capitolo riporta un articolo apparso sulla rivista
L’insegnamento della matematica e delle scienze integrate
(Vol. 27b n. 2, 125-145, 2004) e qui costituisce un esempio
di traduzione didattica del modello di insegnamento-
apprendimento collaborativo descritto nel Capitolo 7.

In cio che segue si puntera l’attenzione sull’evoluzione
della competenza disciplinare degli alunni in relazione
allo sviluppo di due dimostrazioni del teorema di Pitagora,
ma si commenteranno anche alcuni cambiamenti di tipo
relazionale osservati nell’interazione fra studenti.

La classe scelta per lo sviluppo dell’esperienza era una
seconda dell’'I.T.I.S. “G. Cardano” di Pavia, composta da 22
alunni, che sono stati suddivisi in quattro gruppi, due di
5 e due di 6 elementi. Ricordiamo che i ruoli previsti per
gli studenti in ogni gruppo sono stati cinque: orientato al
compito, orientato al gruppo, memoria, relatore e
osservatore (Pesci A., 2004)

In una prima fase di prova sono state proposte cingque
attivita, allo scopo di abituare i ragazzi a lavorare in
gruppo, svolgendo, oltre al compito, il ruolo 1loro
assegnato.

Come compiti sono stati scelti un gioco aritmetico e
quattro esercizi relativi a sistemi di due equazioni in due
incognite, l’ultimo argomento che 1’insegnante aveva
trattato prima di iniziare il lavoro di gruppo
collaborativo.

Per quanto riguarda invece il teorema di Pitagora si sono
elaborate quattro schede, che presentavano le seguenti
richieste:

(e) ricordare la formulazione del teorema di Pitagora,
gia studiato alla scuola media

) commentare le formulazioni del teorema scaturite
dalla scheda 1

(2) una prima dimostrazione del teorema di Pitagora

(h) una seconda dimostrazione del teorema di Pitagora

Vedremo in dettaglio la parte di esperienza riguardante
questo teorema, con esempi di soluzioni proposte dalla

classe e i relativi commenti.



2. DUE COMPITI SUL TEOREMA DI PITAGORA

I ragazzi conoscevano gia il teorema di Pitagora perché
l’avevano studiato alla scuola media, quindi si & chiesto
loro di ricordarne l’enunciato (Scheda 1) e successivamente
(Scheda 2) di scrivere gli eventuali commenti sulle quattro
formulazioni scaturite dall’esecuzione della prima scheda.
Tra la prima e la seconda scheda sono state presentate, dai
relatori di ogni gruppo, le formulazioni concordate tra i
componenti del gruppo, ma non & stata svolta alcuna
discussione sulla correttezza degli enunciati proposti, in
modo da lasciare piena liberta di decisione ai ragazzi.
Ecco il testo delle due schede:

SCHEDA 1

Alla scuola media avete studiato il Teorema di Pitagora.
Cercate di ricordare, insieme, 1’enunciato di questo teorema
e scrivetelo qui.

Teorema di Pitagora:

SCHEDA 2

Osservazioni sulle quattro formulazioni del teorema di
Pitagora:

Passando a descrivere brevemente gli esiti ottenuti in
relazione alla formulazione richiesta:

- due gruppi si sono dimenticati di precisare “triangolo
rettangolo”, ma si sono subito corretti in sede di
discussione.

- la precisazione “cateto minore” e “maggiore”, presente in
una formulazione, ha dato luogo ad un interessante
dibattito sulla necessita di essere utilizzata o meno,
giungendo a condividere che era superflua.

- In tutte le proposte i ragazzi hanno utilizzato le “aree”
dei quadrati costruiti sui cateti e sull’ipotenusa,
collegando all’enunciato una figura di questo tipo:
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e formule analoghe alle seguenti:

AB =+/BC’-AC*; AC=+BC’-AB”’

CB =+/AB’ + AC"

A conclusione della discussione di classe i ragazzi hanno
condiviso il seguente testo del teorema:

“In un triangolo rettangolo la somma delle aree dei
quadrati costruiti sui cateti é uguale all’area del
quadrato costruito sull’ipotenusa”.

Opportunamente guidati dall’insegnante, in fase di
discussione i ragazzi hanno notato che in ogni gruppo c’era
differenza tra la formulazione verbale e quella simbolica
del teorema: le formule proposte non traducevano affatto le
espressioni verbali utilizzate ma rispecchiavano piuttosto
l’'uso piu consueto del teorema nelle procedure di calcolo
necessarie per trovare cateti o ipotenusa rispettivamente.
Al termine della discussione hanno dunque deciso di
affiancare al testo, piu opportunamente, la seguente
scrittura:

CB’= AB’+CA? |

3. LA PRIMA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA

Si e deciso di proporre ai ragazzi una dimostrazione del
teorema di Pitagora che si trova spesso anche sui testi
della scuola media inferiore.

La scheda, che riproponeva anche 1l’enunciato condiviso
dalla classe, & la seguente:

SCHEDA 3

Questo é l’enunciato del teorema di Pitagora:



In un triangolo rettangolo la somma delle aree dei quadrati
costruiti sui cateti é uguale all’area del quadrato
costruito sull’ipotenusa

In simboli:

¢ =a’+b?

DIMOSTRAZIONE

Secondo alcuni storici la prima dimostrazione del teorema di
Pitagora é quella che ora vi proponiamo di sviluppare.
Considerate i due seguenti quadrati che sono uguali e
scomposti in modo diverso:

Osservate attentamente le due scomposizioni, come potreste
arrivare a dimostrare che c?= a? + b? ?
Se non riuscite potete chiedere il primo suggerimento.

Si e anche pensato a due schede con suggerimenti, che non
sono state consegnate subito ma solo se 1 ragazzi ne
facevano richiesta.

Ecco rispettivamente i due testi:
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PRIMO SUGGERIMENTO

La somma delle aree dei quadrati tratteggiati nella prima

Riuscite ora a dimostrare che c¢?= a2 + b? ?

Se non riuscite potete chiedere il secondo suggerimento.

SECONDO SUGGERIMENTO

Osservate i quattro triangoli bianchi nella prima figura e i
quattro triangoli bianchi nella seconda figura.
COME SONO? et eeeeeeeeoeeeeeoossecoossccoossscoossscscsscs

Ricordate che i due quadrati “grandi” sono uguali, unite cio
che avete scoperto <con i due suggerimenti e giustificate
perché vale

c? = a? + b?.

Lo sviluppo della dimostrazione richiedeva che i ragazzi si
accorgessero che l’area dei quattro triangoli all’interno
del primo quadrato avessero la stessa area dei quattro
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triangoli nel secondo quadrato: poiché i due quadrati di
partenza erano uguali, per differenza, dovevano concludere
che la somma delle aree dei due quadrati all’interno del
primo quadrato era uguale all’area del quadrato all’interno
del secondo quadrato, concludendo cosl la dimostrazione.

Osserviamo che non si & chiesto di precisare perché le
figure tratteggiate fossero quadrati né di dimostrare che
gli otto triangoli rettangoli fossero tutti uguali, per non
appesantire il procedimento dimostrativo. Si & dunque
rimandato alla discussione di classe di riflettere su
queste dimostrazioni, che d’altra parte richiedono semplici
considerazioni su angoli, parallelismo e perpendicolarita

4. GLI ESITI RELATIVI ALLA PRIMA DIMOSTRAZIONE

Le risposte dei ragazzi sono state classificate in tre
tipologie differenti, a seconda delle loro spiegazioni.

a) I gruppi 2 e 4 hanno sviluppato la dimostrazione secondo
il suggerimento e il loro procedimento si pud schematizzare
nel seguente modo:

i due quadrati “grandi” sono uguali

i triangoli “bianchi” sono uguali (e sono quattro per ogni
guadrato)

quindi la parte tratteggiata in ogni quadrato ha la stessa
area

Nel compiere il passo finale si pud ritenere che abbiano
utilizzato, senza precisarlo, un ragionamento di questo
tipo: “togliendo cose uguali da cose uguali il risultato e
uguale”.

b) Nel protocollo del gruppo 1 si legge: Nella prima figura
sottraendo a? + b? otteniamo quattro triangoli rettangoli
ABC. Nella seconda figura sottraendo 1l’area di c? otteniamo
gli stessi quattro triangoli ABC. Di conseguenza le due

. 2 2 2
aree sottratte sono uguali =a +b'=c

I1 gruppo 3 non ha fornito spiegazioni verbali ma ha
proposto questa sequenza:

(a+b)2— c’= (a+b)2— (a2+b2)
a’+b°+2ab—c’=a’+b*+2ab— a’— b’
a’*+b*+2ab-2ab—c*=0
a’+b’>=c*=0

a’+b’*=c?
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I due gruppi hanno wutilizzato in modo essenziale sia
l’uguaglianza tra i quattro triangoli della prima figura e
i quattro triangoli della seconda figura, sia il fatto che
essi si ottengono, in un caso sottraendo a? + Db? e
nell’altro caso sottraendo c?2.

Si puo dire che si siano implicitamente riferiti al
principio: “se da cose uguali si sottraggono cose e si
ottengono cose uguali, le cose sottratte sono uguali”.

c) Il gruppo 3 ha proposto una ulteriore strategia: I
quattro triangoli rettangoli della prima figura
corrispondono ai quattro triangoli rettangoli della seconda
figura, sapendo che l’area delle due figure é la stessa,
l’area dei due quadrati che mancano nella prima figura deve
essere uguale all’area del quadrato mancante nella seconda
figura.

Per questa formulazione il gruppo ha implicitamente
utilizzato wun ragionamento di “completamento” che puo
essere espresso nel seguente modo: “se a cose uguali si
aggiungono cose e si ottengono cose uguali, le cose
aggiunte sono uguali”.

E evidente che le strategie risolutive proposte dai ragazzi
sono equivalenti, tuttavia sono diversi i processi mentali
ad esse collegati, come é& emerso anche in fase di
discussione di classe.

La prima proposta del gruppo 3, 1in particolare, ha
suscitato alcune contestazioni dovute alla difficolta di
attribuzione di significato alla prima uguaglianza
proposta. Interpretandola infatti come “togliendo cose
uguali da cose uguali il risultato e uguale”, non sarebbe
corretta, perché utilizzerebbe cid0 che si vuole invece
dimostrare, cioé che c? = a? + b?. La “lettura” data dagli
autori, come e risultato dalla discussione, ha evidenziato
invece la correttezza del procedimento, quello prima
descritto.

Le frasi di Rita e Riccardo espresse in fase di discussione
e quli riportate sintetizzano adeguatamente le due diverse
interpretazioni della stessa formula:

Rita: Le due equazioni, per essere uguali, ad una cosa
uguale devi togliere una cosa uguale, quindi devi sapere
fin dall’inizio che a alla seconda piu b alla seconda é
uguale a ¢ alla seconda.

Riccardo: Io quella 11 1'ho scritta solo perché so che
quello che rimane é uguale.

E evidente dunque, dalle parole di Riccardo, che cid che
giustifica 1l’'uguaglianza e il fatto «che i quattro
triangoli, nella prima e nella seconda scomposizione, sono
uguali. La discussione di «classe & stata complessa,
tuttavia ha costituito un momento importante, poiché si e
constatato quanto sia cruciale conoscere le motivazioni di
una strategia per poterne riconoscere la validita.



5. LA SECONDA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA

Allo scopo di far constatare ai ragazzi dquanto sia
importante focalizzare l’attenzione sui processi piuttosto
che sui risultati raggiunti si €& deciso di proporre loro
una seconda dimostrazione del teorema di Pitagora, meno
usuale della prima ma anch’essa abbastanza semplice. La
scheda di lavoro & la seguente:

SCHEDA 4
Questo é l’enunciato del teorema di Pitagora:

In un triangolo rettangolo la somma delle aree dei quadrati
costruiti sui cateti & uguale all’area del quadrato
costruito sull’ipotenusa

In simboli:

¢ =a’+b?

UN’ALTRA DIMOSTRAZIONE

Quella che ora vi proponiamo di sviluppare €& una
dimostrazione del teorema di Pitagora elaborata nel 1821 da
John Garfield, che é stato presidente degli Stati Uniti
d’America.

La figura ACMN, formata da tre triangoli rettangoli, €& un
trapezio rettangolo.

Come potreste arrivare a dimostrare che ¢? = a? + b? ?
Pensate a come si pud esprimere 1’area di ACMN ...

Se non riuscite potete chiedere il primo suggerimento

Come nel primo caso, anche qui si sono preparate due schede
con suggerimenti, da consegnare ai gruppi solo nel caso
l’avessero richiesto.
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PRIMO SUGGERIMENTO

Utilizzando a, b, c¢, esprimete 1’area del trapezio in due
modi diversi:

I MODO: usando la formula nota: “somma delle basi per
altezza diviso due”

II MODO: scrivendo 1l’area come somma delle aree deil
triangoli rettangoli.

Come potreste arrivare a concludere che c? = a2 + b? ?

Se non riuscite potete chiedere il secondo suggerimento.

SECONDO SUGGERIMENTO

Uguagliate le due espressioni dell’area del trapezio trovate
seguendo le indicazioni del primo suggerimento ... .
Ricordate che dovete dimostrare che: c? = a? + b?.

Per sviluppare la dimostrazione era sufficiente scrivere in
due modi diversi l’area del trapezio rettangolo riportato
nelle schede, la prima come somma delle basi per altezza
diviso due e la seconda come somma delle aree dei tre
triangoli rettangoli che compongono il trapezio.

Anche in questo caso la scheda non richiedeva di verificare
che la figura ACMN, formata dai tre triangoli rettangoli
indicati, fosse wun trapezio rettangolo. La dquestione
sarebbe stata poi precisata in fase di discussione.

6. GLI ESITI RELATIVI ALLA SECONDA DIMOSTRAZIONE

I gruppi 1, 2 e 4 hanno sviluppato la dimostrazione secondo
il suggerimento proposto nelle schede.

I1 gruppo 3 ha invece “completato” la figura della scheda
come segue:



Accanto alla figura data e stato costruito un altro
trapezio identico, in modo da formare un quadrato di lato a
+ b e si & uguagliata l’area dei quattro triangolini di
cateti a e b ed ipotenusa c, scritta in due modi diversi.
Ecco l’uguaglianza proposta:

(a+b)2— c’= (ab/2)4
a’+b*+2ab- c*=2ab

a’+b%=c?

E evidente <che gli alunni di questo gruppo hanno
riproposto, per questa seconda dimostrazione, un
procedimento analogo a dquello che 1loro stessi avevano
seguito per la prima.

Anche in questo caso dunque & stato individuato un
procedimento diverso, in aggiunta a quello indicato nei
suggerimenti: tutto cid & stato sottolineato in fase di
discussione di classe, facendo apprezzare la possibilita di
seguire strade diverse per ottenere lo stesso risultato.

7. UN APPROFONDIMENTO SULLE “NOZIONI COMUNI” DI EUCLIDE

Dopo la prima dimostrazione era stato proposto un lavoro di
gruppo con la seguente questione:

“Qual é il principio generale che sta alla base della
dimostrazione che avete trovato?”

Si voleva che emergesse la formulazione di un principio
analogo alla nozione comune di Euclide: “se da cose uguali
sono sottratte cose uguali i resti sono uguali”, a cui si
riferivano in modo pili o meno esplicito tutte le procedure
utilizzate dai ragazzi.

Tutti i gruppi hanno dato risposte interessanti anche se
quasi tutte diverse da quella che ci aspettavamo.

Si €& notato che i ragazzi, di fronte alla richiesta,
cercavano di ricordare qualche concetto studiato in passato
invece di spiegare il ragionamento che aveva sorretto il
loro lavoro.
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Dai vari gruppi sono scaturite le seguenti risposte:

Gruppo 1l: I due quadrati sono uguali

Gruppo 2: La dimostrazione si basa su una equivalenza
Gruppo 3: Trasformare da un Jlinguaggio grafico ad un
linguaggio logico-matematico

Gruppo 4: Sottraendo una stessa area dalle due figure
uguali si ha una figura equivalente a quella data

Nella discussione di classe in cui si sono condivise e
discusse le differenti formulazioni si & cercato di capire
meglio le risposte dei vari gruppi.

Il gruppo 1 ha evidenziato l’uguaglianza dei due quadrati
iniziali, senza 1la quale la dimostrazione non avrebbe
potuto essere sviluppata, quindi ha voluto sottolineare
1’importanza del primo passo della procedura.

I1 gruppo 2 ha ritenuto rilevante specificare che 1la
dimostrazione si basa su un'’equivalenza, focalizzando forse
l’attenzione sul risultato finale del processo.

I1 gruppo 3 ha invece puntualizzato che per sviluppare la
dimostrazione era necessario attribuire un opportuno
significato alle figure, facendo emergere 1la centralita,
nella dimostrazione proposta, del passaggio dal linguaggio
grafico a quello matematico.

Solo il gruppo 4 si e riferito al procedimento effettuato
per dimostrare il teorema, ottenendo una dicitura simile a
quella del citato principio di Euclide.

A conclusione della discussione, per dare maggior rilievo a
quanto era emerso, €& stata distribuita una copia di alcune
pagine del Libro I: ©Nozioni Comuni, (“Gli elementi di
Euclide” a cura di A. Frajese e L. Maccioni, Utet, Torino,
1970) con la formulazione delle nozioni di Euclide e 1la
precisazione del significato di “nozione comune”.

Dopo aver chiarito cosa si intende per “nozioni comuni” e
la differenza con il significato dei postulati, sono state
lette le otto formulazioni di Euclide; & subito emersa la
difficolta di cogliere 1l’'aspetto fondamentale di quelle
nozioni: i ragazzi le ritenevano troppo ovvie, dunque
sembrava loro superfluo precisarle. Alcuni alunni infatti,
dopo la lettura, hanno commentato: “bella scoperta ha fatto
Euclide, queste sono cose ovvie!”. Nonostante questa
reazione si & condivisa la validita di queste proposizioni
e da quel momento Euclide é& stato riconosciuto dagli alunni
come 1l’“autorita storica”: successivamente, in altre
occasioni, alcuni studenti hanno citato esplicitamente
Euclide per giustificare specifici passi dimostrativi.

8. CONCLUSIONE DEL LAVORO IN CLASSE

L’'esperienza didattica non si & conclusa con il lavoro di
gruppo sulla seconda dimostrazione, ma €& proseguita con
momenti di sintesi, di approfondimento, di verifica.



In particolare sono stati effettuati:

a) la ricostruzione e la relativa verbalizzazione delle
dimostrazioni

b) una verifica sul lavoro svolto.

In relazione al primo punto & stato chiesto agli alunni di
ricostruire, da soli e come compito a casa, le due
dimostrazioni elaborate nei gruppi; successivamente, in
classe e con la collaborazione di tutti, 1le stesse
dimostrazioni sono state riscritte e spiegate ai compagni
che erano rimasti assenti durante il lavoro cooperativo.
Questa attivita di sintesi ha permesso a ogni alunno di
riportare sul proprio quaderno entrambe le dimostrazioni
del teorema di Pitagora.

In questa fase, in riferimento alla prima dimostrazione si
€ scelto, per semplicita, di seguire solo 1la traccia
indicata dai due suggerimenti, in relazione alla seconda
dimostrazione si sono invece riprese entrambe le procedure
emerse, quella tracciata dai suggerimenti e quella emersa
dal gruppo 3.

La verifica sul lavoro svolto e stata inserita in un
compito in classe, che prevedeva, oltre ad alcuni problemi
ed esercizi, anche la richiesta *“Enuncia il teorema di
Pitagora e scrivi la dimostrazione”.

E’ interessante osservare, nella tabella che segue, la
relazione tra 1la valutazione globale dei compiti e la
valutazione sulla parte relativa al teorema di Pitagora.
Si sono indicati *“sufficienti” i compiti che sono stati
valutati da 6 a 7, “insufficienti” i compiti valutati meno
di 6 e “buoni” i compiti valutati piu di 7.

N° Valutazione N°
Valutazione ALUNNI della parte su ALUNNT
VERIFICA PITAGORA

Insufficiente

INSUFFICIENTE 6 Sufficiente

Buono

Insufficiente

8 Sufficiente

SUFFICIENTE
Buono

Insufficiente

BUONO 7 Sufficiente
Buono

N OO |W O sk

E’ interessante osservare come la parte relativa al
teorema di Pitagora abbia avuto un esito nettamente
migliore rispetto alla globalita della verifica. Solo il
compito di un ragazzo e risultato insufficiente nella
parte relativa al teorema di Pitagora, ma si tratta di un
ragazzo che aveva avuto diverse assenze durante il lavoro
collaborativo. Si pud anche notare che tra i sei alunni
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che hanno effettuato la verifica a livello insufficiente
sono comunque cinque quelli che hanno svolto la parte su
Pitagora a livello sufficiente o buono.

Si puo infine ©osservare <che tra gli otto compiti
sufficienti ben cinque presentano una valutazione buona
nella parte relativa al teorema di Pitagora.

L’esito positivo dell’attivita su questo teorema & stato
anche confermato successivamente in altre occasioni, oltre
che durante i colloqui orali: la forte partecipazione di
ognuno nello sviluppo del lavoro proposto ha lasciato
dunque tracce evidenti anche a distanza di tempo,
favorendo sia la comprensione dei procedimenti che la loro
memorizzazione.

9. UN BILANCIO DELL’'ESPERIENZA SVOLTA

L’'esperienza svolta in classe ci ha permesso di osservare
che 1l metodo dell’apprendimento collaborativo & piu
complesso rispetto a quello tradizionale di tipo
individualistico, in quanto gli studenti devono impegnarsi
sia nel compito disciplinare <che nelle relazioni
interpersonali con i compagni e con l’'insegnante. Questo
duplice sforzo comporta tuttavia alcuni vantaggi sia dal
punto di vista cognitivo che da gquello relazionale e
sociale. Il 1lavoro collaborativo implica un positivo
cambiamento dell’ambiente in cui viene vissuta
l’esperienza didattica: gli alunni lavorano piu volentieri
e con maggior piacere, anche divertendosi, come loro
stessi hanno sottolineato e partecipando al processo di
apprendimento con maggior fiducia nelle proprie capacita.
In particolare si & potuto constatare che, dal punto di
vista relazionale, la collaborazione aiuta gli studenti ad
acquisire gradualmente la capacita di lavorare insieme per
raggiungere obiettivi comuni, poiché ognuno si sente
corresponsabile del progresso del gruppo.

Attraverso l’assunzione e il riconoscimento dei diversi
ruoli, i ragazzi imparano ad avvertire i propri limiti e a
riconoscere ed esprimere le proprie competenze,
migliorando la percezione di sé come persone. In tale
contesto si €& notato che diminuisce lo squilibrio nella
partecipazione tra alunni dotati e alunni in difficolta.
Tutti possono intervenire con maggior spontaneita e sono
stimolati e autorizzati, ognuno nel proprio ruolo, a
prendere decisioni e cosl, sapendo di essere ascoltati,
acquisiscono maggior fiducia in sé e negli altri.

A differenza della lezione di tipo tradizionale, che offre
poche occasioni di contatto interpersonale tra compagni e
stimola maggiormente la competizione, 1’apprendimento
collaborativo favorisce la comunicazione e il dialogo tra
studenti e con 1l’'insegnante e aumenta 1l’interazione, il
rispetto delle diversita e il sostegno reciproco,
soprattutto fra studenti di differenti capacita.



A questo proposito possiamo citare i casi di S. e F., due
alunni a scarso rendimento scolastico che durante la
lezione tradizionale seguivano con apparente attenzione,
ma senza particolare motivazione.

Nel gruppo hanno sempre svolto con entusiasmo e serieta il
loro ruolo, intervenendo spesso e con spontaneita per dare
il loro <contributo nel compito disciplinare e, in
particolare, per migliorare 1’aspetto relazionale.
Entrambi infatti si sono attivati costantemente, ognuno
nel proprio gruppo, e F. anche nella discussione di
classe, per affrontare i conflitti tra compagni, cercando
di interpretare positivamente le situazioni di difficolta
attraverso la condivisione dei problemi e la ricerca di
risorse comuni per superarli.

I1 lavoro collaborativo 1li ha aiutati ad individuare le
loro qualita e ad applicarle per contribuire al progresso
del gruppo; é& aumentata la loro motivazione, il 1loro
impegno si e fatto piu preciso ed hanno acquisito i
concetti con maggior consapevolezza rispetto al passato.
Analogo cambiamento & stato osservato per M., un ragazzo
che generalmente mostrava tempi di attenzione molto
limitati e scarsa disponibilita a partecipare attivamente
al lavoro di classe. Nel 1lavoro collaborativo il suo
atteggiamento e migliorato perché ha mostrato un
coinvolgimento pil attivo e accogliente, partecipando
positivamente anche in alcune fasi del processo di
ragionamento in atto nel gruppo.

M., in una interrogazione, tra i concetti trattati fino a
quel momento, ha saputo recuperare adeguate conoscenze
personali solamente sull’argomento affrontato con il
gruppo collaborativo.

Anche in riferimento a tutta la classe l’esperienza svolta
ha permesso di osservare significativi progressi nella
capacita di riflessione e nell’utilizzo di strategie di
ragionamento: si €& notato che ogni componente del gruppo
era stimolato nella partecipazione critica, raggiungendo
cosl un piu alto livello di comprensione degli argomenti
trattati.

A conclusione dell’esperienza svolta ci sembra che tutti i
ragazzi abbiano riconosciuto 1l’importanza del lavorare
insieme per obiettivi comuni, l’'utilita dell’aiuto
reciproco per facilitare 1l’apprendimento e 1l’'utilita dei
ruoli per migliorare i rapporti sociali, per aumentare le
abilita organizzative e il senso di responsabilita.
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CAPITOLO 12

ATTIVITA COLLABORATIVE NELLA SOLUZIONE DI
PROBLEMI SULLE PERCENTUALI: DALL’'ANALISI DI
ERRORI AL RIPENSAMENTO DELL’'AZIONE DIDATTICA

1. Introduzione?®

Questo contributo prende spunto da un seminario, o piu
propriamente, da un'’esperienza di ricerca-azione,
realizzata nell’ambito delle attivita Mathesis di Pavia
durante l’anno scolastico 2012-2013 e oggetto di analisi
per la tesi di Laurea Magistrale in Matematica di Roberto
De Virgilis.

All’esperienza avevano partecipato sette docenti, che
insegnavano nelle classi seconde di scuole superiori di
diverse tipologie: Anna Baldrighi in un Istituto Tecnico
Industriale, Maria Rosa Magenes e Nicoletta Nolli in un
Liceo Scientifico, Clara Rossi, Renata Grossi e Marina
Amianto in un Liceo delle Scienze applicate e Maria Grazia
Clerici in un Istituto Professionale.

Le premesse che avevano dato vita all’attivita erano in
sintesi le seguenti:

- si voleva concentrare l’attenzione sugli studenti dei
quali, al termine del periodo dell’obbligo scolastico, si
sarebbero dovute certificare le competenze sia attraverso
test nazionali (INVALSI), che attraverso attestazioni
prodotte dalla scuola. Il tema della valutazione e quello
delle certificazioni delle competenze sono questioni
centrali non solo per lo studente che viene valutato ma
anche per l’'insegnante che sente tutta la responsabilita
di preparare adeguatamente ogni suo studente;

- si voleva intrecciare il tema della valutazione delle
competenze a dquello di una formazione degli studenti
connotata da una buona flessibilita, come quella richiesta
dall’attivita di risoluzione dei problemi, attivita
considerata da tutti centrale nell’educazione matematica
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ma con uno spazio non ancora adeguato nella wusuale
attivita in classe;

- si voleva ripensare all’insegnamento dell’algebra nel
biennio delle superiori, soprattutto alla luce dei
risultati ampiamente insoddisfacenti riguardanti le
richieste di “messa in formula” o di semplici
“manipolazioni” di formule come quelli relativi ad alcuni
quesiti delle prove INVALSI per i quindicenni del 2011 (in
particolare D10, D13, D15, D16, D25, commentati in
“QUADERNI SNV N.1-MAT”, a cura di Impedovo M., Orlandoni
A. & Paola, D., 2011).

Si era cosl concordato con i partecipanti il titolo stesso
del seminario: “Dall’analisi di alcuni risultati delle
prove INVALSI e dalla riflessione sulle competenze
matematiche per i quindicenni alla progettazione di
attivita di problem solving nelle classi seconde di
scuola secondaria superiore” e si erano scelti, in base
alle preferenze dei partecipanti, due contesti centrali:
quello dei problemi con percentuali, collegabili ad
aspetti aritmetici, algebrici, alla funzione di
proporzionalita diretta e ai procedimenti diretti e
inversi; e quello dei problemi di geometria piana, scelti
in modo tale da poter sviluppare flessibilita nella
ricerca di strategie alternative, non collegabili a
formule gia note ma adatti a favorire congetture, prove e
argomentazioni.

Si erano scelti, nel corso dell’anno, i problemi da
proporre e di volta in volta se ne erano analizzati
insieme i risultati, si erano evidenziati gli ostacoli
incontrati, si erano rilevati gli errori piu frequenti e
si erano progettati gli interventi successivi.

Con il gruppo delle sette insegnanti che partecipavano al
Seminario si era anche evidenziata 1'’importanza di
discutere, confrontarsi e condividere 1le modalita piu
efficaci da realizzare 1in classe per favorire Ila
partecipazione attiva degli studenti e ci si era accordati
sull’importanza di alternare opportunamente, in ogni
classe, momenti di riflessione individuale a momenti di
collaborazione tra pari, seguiti in ogni caso dalla messa
in comune dei risultati e dei commenti elaborati
complessivamente.

A conclusione dell’anno, quando sono state somministrate
le Prove INVALSI 2013, e parso spontaneo analizzare nel
dettaglio i risultati ottenuti dai 182 studenti delle
classi coinvolte nel progetto, soprattutto in relazione ai
problemi sulle percentuali e sulla geometria, collegati
appunto all’attivita sviluppata in classe.

In questo articolo, come preannunciato dal titolo stesso,
ci limitiamo al primo dei contesti citati, quello delle
percentuali, e senza entrare nel dettaglio dell’attivita
svolta durante 1l’anno dalle sette classi del progetto,
commentiamo gli esiti ottenuti individualmente in alcuni
quesiti INVALSI 2013.

134



135

In riferimento all’attivita svolta durante 1’anno puod
essere comunque utile precisare che i1 problemi con
percentuali su cui si & lavorato in ogni classe sono stati
4, per un tempo complessivo di circa sei ore. Le
riflessioni e discussioni sviluppate con i ragazzi sono
state svolte con l’intenzione di evidenziare 1'’importanza
di una manipolazione sensata delle scritture simboliche,
dell’uso opportuno di raccoglimenti (proprieta
distributiva del prodotto rispetto alla somma) e del
passaggio da casi particolari alla loro generalizzazione.

2. La scelta dei quesiti da analizzare

Nella tesi citata al punto precedente, 1la scelta dei
quesiti INVALSI 2013 di cui analizzare i risultati é stata
effettuata in collegamento all’attivita svolta nelle
classi del progetto durante il seminario Mathesis, ovvero
si sono presi 1in esame 1 problemi i cui contesti
richiamavano quelli concordati e proposti agli studenti
durante 1l’anno scolastico.

Si sono dunque analizzati i quesiti sulle percentuali
(D.7, D.20, D.22, D.30), che richiedevano l'utilizzo di
semplice simbolismo algebrico e competenze di base di
calcolo aritmetico e alcuni quesiti (D.13, D.17, D.27) che
richiedevano competenze geometriche e nei quali giocava un
ruolo fondamentale la capacita di osservare con attenzione
una figura per poi mettere in atto strategie risolutive
opportune.

In dquesto contributo si é& scelto di focalizzare
l’attenzione solo suli quesiti riguardanti le percentuali:
come si vedra, 1l’analisi degli errori nelle strategie
risolutive degli studenti consente di mettere in luce
aspetti importanti delle competenze matematiche dei
quindicenni e da l’occasione di formulare osservazioni che
sono opportunita, per 1l’'insegnante, di un ripensamento
profondo delle proprie azioni didattiche in relazione allo
sviluppo di aspetti aritmetici di base.

Per ogni quesito si & riportato, seguendo la “Griglia di
correzione 2013” fornita dall’INVALSI (documento c¢) in
Bibliografia), 1’AMBITO PREVALENTE che evidenzia i
contenuti matematici maggiormente coinvolti, il PROCESSO
PREVALENTE sotteso all’elaborazione della risposta al
quesito e la RISPOSTA CORRETTA.

Alle tre categorie dell’INVALSI & parso poi interessante
aggiungere, per ogni quesito, le COMPETENZE DI BASE A
CONCLUSIONE DELL'OBBLIGO DI ISTRUZIONE, in riferimento a
quelle riportate nel documento ministeriale #“I1 nuovo
obbligo di istruzione: cosa cambia? — La normativa
italiana dal 2007”, (pag. 18) secondo il quale lo studente
deve essere in grado di:

* utilizzare le tecniche e 1le procedure del calcolo

aritmetico ed algebrico, rappresentandole anche sotto
forma grafica;



* confrontare ed analizzare figure geometriche,
individuando invarianti e relazioni;

* individuare le strategie appropriate per la soluzione di
problemi;

* analizzare dati e interpretarli sviluppando deduzioni e
ragionamenti sugli stessi anche «con 1l’ausilio di
rappresentazioni grafiche, wusando consapevolmente gli
strumenti di calcolo e 1le potenzialita offerte da
applicazioni specifiche di tipo informatico.

Si e poi aggiunta anche 1l’'analisi a priori di ogni
quesito, proponendo l’ulteriore categoria delle POSSIBILI
STRATEGIE RISOLUTIVE con brevi commenti che evidenziano i
processi che uno studente potrebbe mettere in atto.

3. I quesiti sulle percentuali

In questo paragrafo si analizzano, come gia precisato, i
quattro quesiti della prova INVALSI 2013 per i quindicenni
che riguardano le percentuali. Per ogni quesito vengono
poi presentati, oltre alle cinque categorie descritte al
paragrafo precedente:

- una tabella con 1 risultati ottenuti nelle singole
classi delle insegnanti che hanno partecipato al progetto
e i risultati globali, riferiti cioé alla totalita dei 182
studenti delle classi del progetto;

- un grafico che propone il confronto tra gli esiti
ottenuti nelle nostre classi con quelli nazionali messi a
disposizione dai documenti INVALSI (documento d) in
Bibliografia).

I1 confronto con gli esiti nazionali non era stato
ovviamente possibile nel lavoro di tesi, poiché la seduta
di laurea ha avuto luogo prima dell’estate 2013; ci é
sembrato interessante proporre qui tale confronto, perché
riteniamo che gli esiti positivi ottenuti dai nostri
studenti possano essere considerati, nel senso che sara
precisato nell’ultimo paragrafo, un segnale dell’efficacia
dell’azione didattica promossa nelle classi del progetto.
In conclusione, poi, si commentano alcuni degli errori piu
significativi emersi dall’analisi dei 113 protocolli degli
alunni delle classi delle docenti Anna Baldrighi (le cui
classi sono indicate con Al, A2), Clara Rossi (C),
Nicoletta Vercesi (N1, N2) e Maria Rosa Magenes (MR).

Gli altri 69 protocolli non erano a nostra disposizione e
dunque non sono stati esaminati in dettaglio: di questi si
sono tuttavia riportati gli esiti complessivi, relativi
alle <classi delle docenti Renata Grossi (R), Marina
Amianto (M) e Maria Grazia Clerici (MG).
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Quesito D.7 (fascicolo 1, pagina 6)¢:

Considera un quadrato di lato a.

a. Se si aumenta il lato a del 20%, si ottiene un
nuovo quadrato di lato b. Quali delle seguenti espressioni
rappresenta la misura di b?

A. 0 20a

B. O 1,20a

C. O a+ 20

D. O a+ 0,20

b. Di quanto aumenta in ©percentuale l’area del

quadrato di lato b rispetto all’area del quadrato di lato
?

O Del 20%
O Del 40%
O Del 44%
O Del 120%

oQ WP

AMBITO PREVALENTE
Relazioni e Funzioni

PROCESSO PREVALENTE
Conoscere e utilizzare algoritmi e procedure (in ambito
aritmetico, geometrico,...)

RISPOSTA CORRETTA
D.7 a: B
D.7 b: C

COMPETENZE DI BASE A CONCLUSIONE DELL'OBBLIGO DI ISTRUZIONE
Utilizzare le tecniche e le procedure del calcolo
aritmetico e algebrico e individuare 1le strategie
appropriate per la soluzione di problemi.

STRATEGIE RISOLUTIVE POSSIBILI

D.7 a:
b=a+0,20a =(1+0,20)a =1,20a

oppure

b=a+£a=(l+£)a=@a=l,20a
100 100 100

D.7 b:

A=a’

A'=b? = (120a)* = (120)*(a)? = 144a>
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quindi

A-A 144a* -a® 044d’
A a’ a’
Per l’item “a.” lo studente dovrebbe aver chiaro il
passaggio dal modello additivo (a + 0,20 a) al modello
moltiplicativo (1,20a), passaggio basato sulla proprieta
distributiva del prodotto rispetto alla somma, per

riconoscere, tra le risposte proposte, quella corretta.
Per rispondere all’item “b.” si dovrebbe poi elevare al
quadrato un prodotto (utilizzando 1le proprieta delle
potenze) e infine riuscire ad individuare 1’aumento
percentuale richiesto come rapporto tra la differenza fra
le aree e l’area iniziale.

Nella tabella che segue sono evidenziati sia gli esiti di
ogni classe del progetto sia gli esiti globali relativi a
tutti i 182 studenti.

=44%

RISULTATI nelle CLASSI del PROGETTO relativi al Quesito D7:

Classi N° . item a item b
studenti C E 0] C E 0]

N1 17 88% 6% 6% 71% 11% | 18%
N2 15 46% 53% 1% 46% 47% 7%
C 18 39% 61% 0% 62% 32% 6%
MR 22 90% 9% 1% 90% 10% 0%
Al 21 29% 67% 4% 48% 47% 5%
A2 20 50% 40% 10% 30% 60% | 10%
R 27 22% 74% 4% 11% 85% 4%
M 24 21% 75% 4% 17% 75% 8%
MG 18 22% 72% 6% 6% 83% | 11%
Totali 182 45% 51% 4% 42% 50% 8%

C= Risposte Corrette, E= Risposte Errate, O= Risposte Omesse

Nel grafico che segue sono rappresentati, in percentuale,
gli esiti complessivi delle classi che hanno partecipato
al progetto e gli esiti nazionali.
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Quesito D7

90%
80%
70%
60%
50%

A40% 1 F C-= risposte corrette
0% | | E =risposte errate
20% O = risposte omesse
4 ! | | |
10% - r
- [ |
C E 0] C

W ESITI PROGETTO

ESITI NAZIONALI

0%

itema itemb

Dall’analisi degli errori si & notato che nei protocolli
in cui e stata lasciata traccia della strategia
risolutiva, alcuni studenti, per risolvere il quesito (sia
per l’item a., sia per 1l’item b.) utilizzano scritture

. 20 . .
scorrette, come ad esempio b==a-+iir e rispettivamente

(a+0,20)*, che spesso (anche se non sempre, come si precisa

subito dopo) conducono ad individuare la risposta
sbagliata.

Infatti, nell’item “a.” circa il 37% degli studenti delle
classi del progetto sceglie come risposta a + 0,20. In
modo ancora piu evidente, negli esiti nazionali (pag. 198
del documento d) della Bibliografia) si ha che il 46%
degli studenti sceglie questa risposta.

Questa tipologia di errore evidenzia che un buon numero di
studenti non riesce a tradurre nei simboli opportuni
1l’aumento percentuale proposto e non domina a sufficienza
il passaggio dalla formulazione additiva, che puo
costituire il primo passo della procedura, alla
formulazione moltiplicativa, proposta dal testo come
soluzione.

Allo stesso tempo €& interessante notare due casi: uno
studente che nell’item “b.”, sceglie la risposta esatta ma
scrive sul protocollo il seguente procedimento risolutivo
errato:

(a+020) =a®> +004+a-04
0,04 + 0.4 = 44%

(cerchia 0,04 e 0,4 e conclude)

E evidente che lo studente scrive 0,04 ma lo “tratta” come
se fosse 0,04a, oppure ignora del tutto la presenza della
lettera a e in ogni caso interpreta cido che si aggiunge ad
a? come l'aumento percentuale richiesto.

L’altro studente, invece, nel rispondere all’item *“a.”,
scrive il procedimento risolutivo corretto seguente ma poi
sceglie la risposta sbagliata, ¢+020 cioe :



LA00e20, 120, 6
100 100 5

In questo caso e dunque mancato il riconoscimento

a+29a=b—+a+Qﬂh=b
100

dell’'uguaglianza ga=me

Quesito D.20 (fascicolo 1, pagina 15):

La seguente tabella riporta il numero di vittime per
incidenti stradali dal 2001 al 2007 in wuna regione
italiana.

Anno 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007
Numero di
vittime 792 | 776 700 | 681 635 539 531
a. In quale dei seguenti periodi si eé avuta la

diminuzione piu consistente del numero di vittime per
incidenti stradali?

A. O tra il 2001 e il 2002

B. O tra il 2002 e il 2003

c. O tra il 2003 e il 2004

D. O tra il 2004 e il 2005

b. Di quale percentuale é& diminuito il numero di
vittime per incidenti stradali dal 2001 al 2007? Scrivi i
calcoli che fai per trovare la risposta e infine riporta
il risultato.

Risultato:........ .

AMBITO PREVALENTE
Dati e previsioni

PROCESSO PREVALENTE

Utilizzare strumenti, modelli e rappresentazioni nel
trattamento quantitativo dell'informazione in ambito
scientifico, tecnologico, economico e sociale (descrivere
un fenomeno 1in termini quantitativi, utilizzare modelllil
matematici per descrivere e Iinterpretare situazioni e
fenomeni, interpretare una descrizione di un fenomeno 1in
termini quantitativi con strumenti statistici o funzioni).

RISPOSTA CORRETTA’

D.20_a: B;

D.20 b: Perché la risposta si possa considerare corretta
lo studente deve riportare sia il procedimento sia il
risultato (531-792)/792*100 ;

7 A nostro parere i procedimenti proposti nella griglia di correzione INVALSI, citata in Bibliografia
come c), per rispondere all’item b. non sono molto adeguati, come precisiamo nella descrizione delle
strategie risolutive possibili.
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oppure (792-531)/792%100 ;

oppure 100-531/792*100 ;

oppure 531/792%100-100 ;

oppure (792-531)/792 che equivale al 33% circa;
oppure (792-531):792=x:100 ;

oppure procedimenti equivalenti.

Risultato: un gqualunque numero compreso tra 32% e 33%
(oppure tra -33% e -32%) oppure, espresso in forma
decimale, tra 0,32 e 0,33 (oppure tra -0,33 e -0,32).

COMPETENZE DI BASE A CONCLUSIONE DELL'OBBLIGO DI ISTRUZIONE
Analizzare dati e interpretarli sviluppando deduzioni e
ragionamenti sugli stessi e utilizzare le tecniche e le
procedure del calcolo aritmetico e algebrico.

STRATEGIE RISOLUTIVE POSSIBILI

D.20 _a: calcolare 1le differenze tra 1le vittime degli
incidenti stradali registrate negli anni indicati nelle
varie risposte e scegliere la differenza maggiore che
corrisponde alla diminuzione piu consistente del numero di
vittime.

D.20 b: a proposito dei procedimenti riportati dalla
griglia di correzione INVALSI, notiamo che la percentuale
richiesta, che indica la diminuzione delle vittime dal

2001 al 2007 e fornita dal semplice rapporto 792 -531 ,

792
come indicato nella penultima soluzione proposta.
In altre parole, gli altri cinque procedimenti indicati
dalla griglia di correzione si collegano, a nostro parere,
ad un uso poco opportuno di proporzioni invece di
ricorrere in modo piu immediato al rapporto, che fornisce
subito il risultato richiesto in percentuale (o nelle
equivalenti forme decimali).
E vero che 1le procedure previste dalla griglia di
correzione sono forse piu aderenti a quelle proposte dagli
studenti, perché 1l’uso delle proporzioni continua a
persistere in modo molto pesante nella scuola secondaria
ma forse il documento nazionale potrebbe essere
l’occasione per indicare procedimenti piu opportuni e piu
conformi a quanto le stesse Indicazioni Nazionali
raccomandano. Ci si riferisce, in particolare ad un uso
flessibile delle scritture del numero in forma decimale,
come frazione o come percentuale (cosl & precisato nelle
Indicazioni per la scuola primaria) e all’interpretazione
di una variazione percentuale come moltiplicazione per un
numero decimale (precisato nelle Indicazioni per la scuola
secondaria di I grado).
Oltre al ricorso, come gia evidenziato, alla scrittura
immediata del rapporto citato, un’altra strategia
risolutiva coerente a quanto sottolineato potrebbe dunque



essere quella di scrivere, indicando con x la variazione
percentuale del numero di vittime, 1l’equazione

792x = 531, da cui x = 67% circa

e dunque la diminuzione percentuale richiesta risulta del
33% circa.

E evidente che in gquesto contesto la proporzionalita
diretta é& interpretata, come d’altra parte auspicato da
anni nelle Indicazioni Ministeriali, nel suo aspetto di
funzione moltiplicativa (y = kx) e non nel quadro della
teoria delle proporzioni.

E anche in questa direzione che si & sviluppata 1l’attivita
del Seminario Mathesis, come gia si & accennato, nella
consapevolezza comunque che si tratta di un percorso per
nulla concluso, come si evidenzia nel paragrafo
conclusivo.

La tabella che segue raccoglie gli esiti ottenuti in ogni
singola classe e gli esiti complessivi relativamente al
problema D20.

RISULTATI nelle CLASSI del PROGETTO relativi al Quesito D20

Classi N°. item a item b
studenti C E (0 C E (0
N1 17 88% 6% 6% | 53% 18% | 29%
N2 15 100% 0% 0% | 47% 33% | 20%
C 18 67% 33% | 0% | 39% 50% | 11%
MR 22 86% 14% | 0% | 73% 13% | 14%
A1 21 90% 10% | 0% | 29% 38% | 33%
A2 20 70% 30% | 0% 15% 70% | 15%
R 27 89% 11% | 0% | 22% 45% | 33%
M 24 83% 13% | 4% | 21% 50% | 29%
MG 18 67% 33% | 0% 0% 28% | 72%
Totali 182 82% 17% 1% | 33% 38% | 29%

C= Risposte Corrette, E= Risposte Errate, 0= Risposte
Omesse

Come si evince dai risultati riportati, 1l’item “a” e
risultato abbastanza semplice per dquasi tutti gli
studenti, a differenza dell’item “b”, che ha ottenuto solo
un terzo di risposte corrette.

Dei 42 studenti che sbagliano il secondo item (ricordiamo
che i protocolli esaminati sono stati 113), 35 calcolano
correttamente la differenza tra i numeri delle vittime ma
non procedono poi ad individuare il rapporto che indica la
diminuzione percentuale richiesta, evidenziando cosi una
scarsa consapevolezza della distinzione tra numeri
assoluti e numeri percentuali.

Dall’analisi complessiva emerge che quasi tutti gli
studenti che hanno lasciato traccia della loro strategia
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risolutiva utilizzano, a conferma di quanto appena
osservato, una proporzione e non ricorrono invece pil
semplicemente al calcolo del rapporto opportuno.

Nel grafico che segue sono rappresentati in percentuale,
gli esiti complessivi delle classi che hanno partecipato
al progetto e gli esiti nazionali.

Quesito D20
90%
80%
M ESITI PROGETTO
70%
60% 1 ESITI NAZIONALI
50%
40% ! Ly C- risposte corrette
30% E = risposte errate
0- risposte omesse
20% T r 1
10% I
0%
C E o] C E o}
item a item b

Gli esiti ottenuti nelle classi del progetto sono migliori
di quelli ottenuti a livello nazionale, anche se non pud
essere considerato un successo lo scarso esito soprattutto
dell’item b.

Quesito D.22 (fascicolo 1, pagina 16):

L'ISTAT, nelle “Previsioni della popolazione italiana per
1’Anno 2020”, prevede che in quell’anno i quindicenni
italiani saranno circa 592000, <cioé lo 0,95% della
popolazione italiana del 2020. Calcola gqual &, secondo
1'ISTAT, il numero stimato di italiani nel 2020. Esprimi
il risultato con un numero intero.

Risposta ... .

AMBITO PREVALENTE
Numeri

PROCESSO PREVALENTE
Conoscere e utilizzare algoritmi e procedure (in ambito
aritmetico, geometrico,...)

RISPOSTA CORRETTA
Risulta circa 62 316 000; accettabile qualunque numero
intero compreso tra 62 315 000 e 62 316 000.

COMPETENZE DI BASE A CONCLUSIONE DELL'OBBLIGO DI ISTRUZIONE
Utilizzare 1le tecniche e le procedure del calcolo
aritmetico e algebrico individuare le strategie
appropriate per la soluzione di problemi.



STRATEGIE RISOLUTIVE POSSIBILI:
Indicando con P la popolazione richiesta, la situazione
assegnata si traduce facilmente nell’equazione:

0,0095P = 592000 = P = M = 6231578947 = P = 62315789
0,0095
oppure in modo equivalente:
%P =592000= P = %O;)OO = 62315789,47 = P = 62315789

B

Riconoscendo che si tratta di un procedimento inverso si
pud scrivere anche:

P =592000: ?,(?(? = 6231578947 = P = 62315789

Oppure, ricorrendo ad una proporzione e calcolando la

popolazione restante ('7)

7, 199,05 = 592000:0.95 = r, = 3920009905 _ 453789
i i 095

= P =592000 + 61723789 = 62315789

Dunque sono molteplici 1le strategie ©possibili per
rispondere al gquesito: dal ricorso a proporzioni alla
traduzione della situazione in una semplice equazione o ad
un uso immediato di percentuali (riconoscendo tuttavia che
si tratta di un procedimento inverso).

RISULTATI nelle CLASSI del PROGETTO relativi al Quesito D22

Classi i .
studenti C E (@)

N1 17 53% 23% 24%
N2 15 53% 27% 20%
C 18 28% 61% 11%
MR 22 82% 4% 14%
A1l 21 57% 29% 14%
A2 20 30% 45% 25%
R 27 56% 29% 15%

M 24 42% 1% 17%
MG 18 17% 17% 67%
Totali 182 46% 31% 23%

C=Risposte Corrette, E= Risposte Errate, O= Risposte
Omesse

Dall’analisi dei protocolli emerge <che 1la strategia
risolutiva piu utilizzata dagli studenti, anche in questo
caso, € la proporzione. Allo stesso tempo emerge che buona
parte degli studenti utilizza una scrittura non opportuna,

come ad esempio
592000 =0,95%
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che caratterizza un frequente passaggio dal linguaggio
verbale al 1linguaggio simbolico; in tale scrittura il
simbolo = non ha certo l’usuale significato aritmetico ma
traduce piuttosto un’espressione quale “corrisponde a”. E
da notare che spesso tali scritture si trovano in
protocolli con risposte corrette.

Nel grafico che segue sono rappresentati in percentuale,
gli esiti complessivi delle classi che hanno partecipato
al progetto e gli esiti nazionali.

Quesito D22

50%
45%
40%
35%
30%
25%
20%
15%
10%
5%
0%

M ESITI PROGETTO

“ ESITI NAZIONALI

C = risposte corrette
E = rispeste errate

QO =risposte omesse

AN

%
.
.
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Quesito D.30 (fascicolo 1, pagina 20):

Marco vuole acquistare un nuovo motorino e un amico gli
offre 400 euro per il vecchio. Due rivenditori gli fanno
le seguenti offerte per lo stesso modello di motorino:
Offerta A: prezzo di 2500 euro e il 10% di sconto se
consegna al rivenditore il vecchio motorino.

Offerta B: prezzo di 2950 euro, sul quale & praticato uno
sconto del 20%.

Che cosa conviene fare a Marco? Scegli una delle risposte
e scrivi i calcoli che hai fatto per trovare la risposta
corretta.

[0 A Marco conviene accettare l’offerta A consegnando al
rivenditore il vecchio motorino.

O A Marco conviene accettare l’offerta B e vendere il
vecchio motorino all’amico.

AMBITO PREVALENTE
Numeri

PROCESSO PREVALENTE

Risolvere problemi utilizzando strategie in ambiti diversi
— numerico, geometrico, algebrico — (individuare e
collegare le informazioni utili, individuare e utilizzare



procedure risolutive, confrontare strategie di soluzione,
descrivere e rappresentare il procedimento risolutivo,..).

RISPOSTA CORRETTA

A Marco conviene accettare l’offerta B e vendere il
vecchio motorino all’amico.

Costo del motorino con l'’offerta A: 2500%0,90=2250 (o
anche 2500-2500*0,1=2250 o anche 2500-250=2250)

Costo del motorino con l'offerta B e vendendo il motorino
all’amico: 2950%0,8=2360 (o anche 2950-2950*0,2=2360)
2360-400=1960

COMPETENZE DI BASE A CONCLUSIONE DELL'OBBLIGO DI ISTRUZIONE
Utilizzare 1le tecniche e le procedure del calcolo
aritmetico e algebrico ed individuare 1le strategie
appropriate per la soluzione di problemi.

STRATEGIE RISOLUTIVE POSSIBILI:

Per questo dquesito la risposta fornita dall’INVALSIT
descrive in modo evidente le possibili strategie
risolutive che i ragazzi devono individuare. E chiaro,
inoltre, che la comprensione della situazione proposta dal
testo del dquesito & alla base della scelta del
procedimento risolutivo da sviluppare

RISULTATI NELLE CLASSI DEL PROGETTO relativi al Quesito D30

Classi N® :
studenti C E (0]

N1 17 47% 24% 29%
N2 15 80% 20% 0%
C 18 34% 60% 6%
MR 22 68% 32% 0%
A1 21 48% 38% 14%
A2 20 35% 45% 20%
R 27 19% 37% 44%

M 24 38% 37% 25%
MG 18 17% 67% 17%
Totali 182 43% 40% 17%

C= Risposte Corrette, E= Risposte Errate, O= Risposte
Omesse

Dall’analisi delle risposte elaborate dagli studenti sui
113 fascicoli esaminati, emerge che dei 42 studenti che
scelgono la risposta sbagliata:

* 31 scelgono l’offerta A e 18 di questi calcolano
correttamente gli sconti del 10% dell’offerta A e il 20%
dell’offerta B, non considerando pero il guadagno ottenuto
da Marco nella vendita del suo motorino all’amico;

* i restanti 11 studenti che sbagliano, scelgono l’'offerta
B ma 5 giustificano la loro scelta in base agli sconti,
non prendendo in considerazione né il prezzo di partenza
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né il guadagno sulla vendita del motorino; gli altri
propongono strategie scorrette oppure non giustificano la
loro scelta.

Nel grafico che segue sono rappresentati, in percentuale,
gli esiti complessivi delle classi che hanno partecipato
al progetto e gli esiti nazionali.

Quesito D30
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40% ESITI NAZIONALI
35%
30% C- risposte corrette
25% E = risposte errate
20% 0- risposte omesse
15%
10%
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0%

C E o]

4. Osservazioni conclusive @per ripensare 1l’azione
didattica, in particolare sulla proporzionalita e sulle
percentuali

A conclusione di gquesta analisi c¢i sembra interessante
esporre, in sintesi, alcune osservazioni che sono emerse
nel corso dell’attivita con 1le insegnanti che hanno
partecipato al progetto e che riprendono riflessioni gia
affrontate nel corso degli anni in analoghe occasioni di
ricerca/azione con docenti di scuola secondaria di primo e
secondo grado.

Un primo elemento che sembra significativo per 1la
valutazione di tutto il lavoro svolto in classe & senza
dubbio il confronto, in relazione ai 4 problemi esaminati,
tra gli esiti ottenuti nelle classi del progetto (nove in
tutto, per un totale di 182 studenti) e gli esiti
nazionali messi a disposizione dal documento INVALSIT
(documento d) in Bibliografia).

Si €& visto che gli esiti ottenuti nelle classi del
progetto sono senza dubbio positivi a confronto con quelli
nazionali: non «c¢i sembra significativo entrare nel
dettaglio di questo confronto, né porvi troppa enfasi
(risulta in ogni caso deprimente che anche nelle nostre
classi la meta circa degli studenti non abbia saputo
risolvere i quesiti proposti) tuttavia una prima
osservazione potrebbe essere <che, a fronte di una
specifica azione didattica centrata sull’attivita di
discussione e soluzione di problemi, pur non cosl estesa
(ricordiamo che le ore dedicate in ogni classe ai problemi



sulle percentuali & stato di sei ore circa in tutto), si
sono ottenuti risultati incoraggianti. Si tratta
certamente di risultati da migliorare attraverso percorsi
di pit ampio respiro tuttavia indicano quanto sia
essenziale continuare a perseguirli.

E noto che l’attivitad di porre e risolvere problemi, pur
essendo condivisa come attivita centrale dell’educazione
matematica sia dalla ricerca didattica che dalle
Indicazioni Nazionali per ogni ordine di scuola, non é
affatto una pratica diffusa. Alcune indagini condotte su
decine di seconde classi di scuola secondaria di secondo
grado (De Giambattista, 2011) hanno evidenziato che
l’attivita predominante risulta ancora la manipolazione
algebrica, condotta quasi sempre in modo meccanico,
staccata cioé dai significati e dalle motivazioni delle
procedure messe in atto.

Anche la maggioranza delle insegnanti che hanno
partecipato al progetto qui descritto ha dichiarato, in
piu occasioni, che l’attivita di discussione, di confronto
di strategie e di ricerca di soluzioni alternative a un
dato problema, promossa e attuata durante il progetto
nelle classi, non costituiva affatto un’abitudine. Tutte
le insegnanti ne hanno comunque riconosciuto l'efficacia
sia in termini di aumento di partecipazione degli studenti
che di consapevolezza dei significati matematici
coinvolti.

Cio che <conforta & proprio il fatto che quando
l’insegnante promuove un attivita di questo tipo nella sua
classe, concedendovi un po’ di tempo, si accorge che anche
gli studenti solitamente meno partecipi riescono a
mettersi in gioco e ad avere iniziative, con ricadute
positive sia sul loro apprendimento che sul loro senso di
autoefficacia.

Un altro ordine di osservazioni riguarda il contesto
matematico dei problemi esaminati, quello delle
percentuali, che pud e anzi diremmo deve essere scollegato
dal contesto tradizionale della teoria delle proporzioni
per essere collocato piu opportunamente nell’ambito della
funzione di proporzionalita diretta, come gia osservato
nel corso dell’analisi delle soluzioni dei problemi
proposti, coerentemente alle Indicazioni Nazionali.

Riconoscere la variazione percentuale di X come
moltiplicazione di x per un numero decimale (cioé passare
in modo flessibile dalla notazione additiva collegata
all’aumento o diminuzione percentuale a quella
moltiplicativa ottenuta con la semplice applicazione della
proprieta distributiva del prodotto rispetto alla somma)
favorisce senza dubbio 1la manipolazione aritmetica in
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alcune frequenti tipologie di situazioni, ad esempio
quando occorre riconoscere che?8:

* per trovare un numero di cui si conosce il suo valore
dopo la diminuzione del 26%, cioé di cui é assegnato il
74%, occorre dividere per 0,74; cosl come per trovare un
numero di cui e assegnato il suo valore dopo 1l’aumento del
26% occorre dividere per 1,26 (i casi classici di sconto o
interesse o di aumento di prezzi)

* aumentare x del 15% e poi diminuire il risultato del 18%
€ come diminuire prima x del 18% e poi aumentare il

risultato del 15% : si tratta solo di riconoscere che
1,15x - 0,82 = 0,82x - 1,15, perché il prodotto e
commutativo;

* aumentare x del 15% e poi diminuire il risultato ancora
del 15% da un numero minore di x: basta tradurre la
situazione nella scrittura x(1+0,15)(1-0,15) e ricordare
(finalmente un prodotto notevole utilizzato in modo
significativo!) che si ottiene x(1-0,152), dunque un
numero minore certamente di x.

Sembra superfluo tornare oggi a ribadire 1l’invito a
inquadrare 1l'argomento nel contesto della funzione di
proporzionalita diretta (y = kx) piuttosto che nel quadro
classico delle proporzioni, poiché sono numerosi i
contributi di ricerca didattica <che 1lo sottolineano
(compresi gli studi che abbiamo svolto oltre dieci anni fa
su dquesta tematica, vedi Pesci 2002) e poiché 1le
Indicazioni Ministeriali su questo argomento sono da anni
abbastanza esplicite.

Tuttavia le usuali prassi scolastiche, i libri di testo e
i risultati insoddisfacenti, che puntualmente si ottengono
a vari livelli scolastici su questo argomento (compreso il
livello wuniversitario), mettono in luce quanto sia
necessario ripensare ancora alle azioni didattiche che
nella scuola secondaria di primo e secondo grado
accompagnano lo sviluppo del ragionamento proporzionale e
di conseguenza l’utilizzo consapevole delle percentuali.
Per concludere ci sembra interessante proporre un brano
tratto da un testo del 1973, dunque pubblicato piu di
quarant’anni fa, che abbiamo riletto recentemente e che
sottolinea decisamente questo aspetto nel paragrafo
intitolato Sulle proporzioni (Ferrero e Ferrero Cotti,
1973, pag. 247):

“Lo studio intensivo delle proporzioni, come praticato
tradizionalmente, non & altro che il prodotto di un grosso
equivoco sulla sua pretesa utilita, potenziato da una
certa tradizione storica che non ha ancora permesso il
riassorbimento completo di quei tratti della matematica
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greca gia largamente superati dagli arabi ben prima
dell’anno 1000.

Solo recentemente, grazie ai nuovi programmi del 1963,
l’argomento pud® essere sdrammatizzato e ridimensionato.
Sono infatti scomparse in essi le proporzioni come tali, e
soltanto si parla (con riferimento alla seconda classe),
in un’unica voce, di “semplici esempi di corrispondenze e
di funzioni, con particolare riguardo ai rapporti e alla
proporzionalita diretta e inversa. Interesse e sconto.”,
suggerendo implicitamente di eliminare le proporzioni vere
e proprie, sostituendole con lo studio delle funzioni del
tipo x - ax e X - a/x pil rapido e utile.

I1 testo, che prosegue poi con un cenno all’origine
storica dell’argomento, ci sembra molto significativo e
interessante da rileggere ancora oggi.

Alla luce dunque di gquanto esposto nell’analisi dei
risultati ottenuti nei quattro problemi INVALSI sulle
percentuali e in riferimento alle testimonianze dei
rispettivi insuccessi degli studenti da parte di molti
insegnanti (dalla scuola secondaria all’universita),
riteniamo che non sia superfluo, ancora oggi, suggerire di
intervenire in modo deciso, e nella direzione segnalata,
su questa parte dell’insegnamento della matematica, cosil
elementare e cosl importante per la comprensione e la
gestione dei fatti aritmetici piu semplici della vita
quotidiana.
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