L’ASSIOMATICA DELLA GEOMETRIA DEL PIANO
NEL PROGETTO “MATEMATICA COME SCOPERTA” DI G. PRAD

(Selezione di parti teoriche ed esercizidal. 1 e 2, Ed. G. D’Anna, Messina-Firenze, 1987)

Gli assiomi della distanza, della retta, del piano

Il punto di partenza per lo studio delle isomeéri¢introduzione del concetto diistanza

Il riferimento intuitivo per il concetto di distaazra due punti & quello della lunghezza minima dei
cammini che li congiungono. Tale nozione di distasz applica a tante situazioni diverse, anche
con riferimenti diversi da quello usuale di segmentasti pensare alla distanza tra due citta o al
minimo cammino su una sfera come un arco del centigissimo, ecc. Se si vuole trasferire questo
discorso alla geometria occorre definire la distéatra due punti in un insieme S ed assicurarne
I'esistenza. Cio é fornito dal seguente assioma:

Al (Assioma) Per tutte le coppie di punti P,Q dellinsieme Sssegnato un numero reale
non negativo, che si digistanzadi P da Q e si indica con d (P,Q).

La distanza ha le seguenti proprieta:
) se i punti P e Q sono distinti &€ d (P,Q) sécoincidono e d (P,Q) = 0.

) d(P,Q) =d(Q,P) (proprietasimmetria)
11)) d(P,Qxd (P,R) +d (R,Q) disuguaglianza triangolare

Osserviamo che la distanza € definita per tutteppie (P,Q) di S e quindi si puod considerare come
una funzione definita nel prodotto cartesianoSsa valori reali.

Un insieme S in cui sia assegnata una distanzaessgaziq punto € un suo elemento. L'obiettivo
di queste pagine € lo studio di uno spazio padreglmolto ricco di proprieta: iano.

Sulla base della sola definizione di distanza sspao introdurre alcuni importanti sottoinsiemi del
piano: cerchio, disco, retta.

Definizione. Dato un punto O ed un numero positivo r, si dieechio di centro O e raggio r
l'insieme dei punti P del piano tali che d (O,P). =
Si dicediscodi centro O e raggio r, I'insieme dei punti P digr tali che d (O,P¥r.

D’ora in poi, per indicare la distanza fra due pUéntB del piano, useremo la notazione piu breve:
AB anziché d (A,B).

A2 (Assioma) Per due punti distinti passa una ed una sola retta.

Due rette si diconancidenti se hanno esattamente un punto in comune, altrinserdicono
parallele.

Dunque due rette sono parallele se non hanno alaoio in comune o se ne hanno piu di uno.

Ma se hanno due o piu punti in comune, esse canociger I'assioma A2, percid un retta risulta
parallela a se stessa.



Il seguente assioma ci dice che nessuna rettagaugiee tutto il piano.

A3 (Assioma) Nel piano ci sono almeno tre punti non allineati.

Si puo ora pensare di introdurre un ordinamenttal@d sulle rette. Intuitivamente, una retta puo
essere percorsa in due sensi senza ritornare nuai pdnto per cui si € gia passati. Fissato unosens
di percorrenza, se si incontra prima il punto Pielgunto Q, si dice che “P precede Q” oppure “Q
segue P” e si scrive P < Q oppure Q > P.

Se si inverte il senso di percorrenza della rettgmi relazione di ordine viene sostituita da quella
opposta.

Tutto cio € precisato nell'assioma che segue eoliega I'ordinamento totale con la distanza.

A4 (Assioma) Su ogni retta esistono duelazioni di ordine, fra loro oppostecon la
seguente proprieta:
seé A<B<C allora &C = AB + BC.
Viceversa, se dati tre punti A,B,C vale la citatmaglianza, allora il punto B
e allineatocon Ae CesihaA<B<C, oppure B<A.

Dall’assioma A4 discendono le seguetdfinizioni:

* una retta su cui é stata fissata una relazionelidiersi diceetta orientata;

» fissati su una rett® , una relazione d’ordine ed un punto O, l'insienee pLinti P tali che
P > O si dicesemiretta di origine O. Anche l'insieme dei punti P per cuPé O é una
semiretta, detta semiretta opposta ;

» sidice che il punto B della ret@sta fra A e C se siha A<B < C oppure C<B<A.

» linsieme costituito dai punti A e C e da quellafforo si dicesegmentoAC. | punti del
segmento diversi dagli estremi si dicono puntinmtal segmento;

« dati due punti A e C, la distanza AC si chiama amlsura o lunghezzadel segmento AC.

A5 (Assioma) Fissata una semirettadi origine O e fissato un numero reale positivesiste
sulla semiretta un unico punto P tale ¢dé= x.

Questo assioma stabilisce una corrispondenza loicaitra i numeri reali positivi e i punti della
semirettat). Si puod completare la corrispondenza associangairaeri reali negativi i punti della
semiretta opposta aventi da O la distanza ugualeakdre assoluto del numero e facendo
corrispondere allo zero il punto O.

In questo modo si ottiene una corrispondenza bagaivira i punti di una retta e i numeri reali.

Per questa ragione l'insieniee chiamato “retta reale”.

Il numero x si dicecoordinata di P. Si dice che sulla retta di abbiamo stabilito un sistema di
coordinate con origine O e avente come semiretdipa U.

Un’altra definizione importante e la seguente:

Dato il segmento AB esiste sulla semiretta coniogigA contenente B un punto P tale che
AP = % AB.Tale punto e il solo equidistante da A e da B ethiamatopunto di mezzodel
segmento AB .



Esercizi

1. Dimostrare che: data una retta R ed un punto di essa M, esiste una retta diversa da R che
passa per M. (N. 3, pag. 177)

2. In un cerchio ogni corda che non sia un diametro ha lunghezza inferiore al diametro. (N. 1,
pag.184)
3. Dato un cerchio ed un punto P ad esso esterno (cio¢ avente dal centro distanza superiore al

raggio), trovare il punto del cerchio piu vicino a P. (N. 2, pag.185)

La nostra intuizione ci dice che una retta dividg@ano in due distinte regioni.
Pertanto risulta spontaneo enunciare il seguesteraa:

A6 (Assioma) Data nel piano una rett®, I'insieme complementare di risulta suddiviso in
due regioni, dettsemipiani, con le seguenti proprieta:

* il segmento che congiunge due punti di uno stessoiBano non
taglia la rettar ;

* il segmento che congiunge due punti di semipiastirti taglia la
retta®.

Indicati con4; ed 1, i due semipiani, il piano pud essere rappresematoe unione di tre insiemi
disgiunti: ® U 4; U 2,.

La retta® € il bordo o frontiera di ciascuno dei due semipiani.

Si dice poi che i due semipiani somyposti fra loro.

Diamo alcune importanti definizioni:

Un insieme K del piano si diceonvessose, presi due suoi punti P, Q, il segmento PQliche
congiunge e tutto contenuto in K.

Osserviamo che una retta, una semiretta, un segraenb insiemi convessi.

Si dimostrano facilmente i seguetdgbremi:
1. un semipiano € un insieme convesso;
2. l'intersezione di due insiemi convessi € un insi@mevesso.

In generale I'unione di due insiemi convessi naménsieme convesso: ad esempio I'unione di due
semipiani generati da rette incidenti.



Definizione. Si diceangolouna coppia di semirette, s aventi la stessa origine.
L’angolo puo essere indicato coR,() e le semirette in questione si dicdath dell’angolo.

Se le due semirett@, S non sono allineate, all’angolo viene associatansieme convesso detto
regione angolareche usualmente € esso stesso chiamato angolo.

Tale regione é determinata nel seguente modo: a@enmamo il semipiano individuato da che
contiene la semiretta

Allo stesso modo consideriamo il semipiano indiattudas che contiene la semiretta

Un semipiano € un insieme convesso e l'intersezibimgsiemi convessi € un insieme convesso.
Dunque l'intersezione di questi due semipianimsiéme convesso che associamo all'ang®lg)(

Se le due semirett®, s sono semirette opposte di una medesima retta,dlargy dicepiatto.

Chiamiamotriangolo una terna di punti non allineati A,B,C. Spesso itaéarmine “triangolo” ci

si riferisce anche ai seguenti significati:

- itre segmenti [A,B], [B,C], [C,A]l&ti del triangolo);

- laregione triangolare individuata dall'intersezione delle tre regionpafari in A, B, C;

- la regione individuata dall'intersezione dei semipiani (ciascuno individuato dalla retta
passante per due dei tre punti e contenetdezib)

Se abbiamo un insieme finito di punti, ad esempioBA C, D, E, F: l'insieme ordinato dei

segmenti [A,B], [B,C], [C,D], [D,E], [E,F] si dicepezzatao poligonaledi vertici A, B, C, D, E, F

elati [A,B], [B,C], [C,D], [D,E], [E,F].
Se l'ultimo dei vertici coincide con il primo , dice che la spezzatacBiusa

Una quaterna di punti A,B,C,D (in ordine) si dopgadrangolo o quadrilatero.

Un quadrilatero &onvessoquando la retta che congiunge due qualsiasi vexicsecutivi della
spezzata chiusa A, B, C, D lascia gli altri verticuno stesso semipiano.

E utile enunciare alcuméoremi sui triangoli e sui quadrilateri:

) Dato un triangolo, una retta che non passa pemaldei suoi vertici, 0 non taglia
alcun lato o ne taglia esattamente Hue

| segmenti ottenuti congiungendo le coppie di eeribn consecutivi di un quadrangolo si dicono
diagonali.

1)) Se le diagonali di un quadrilatero si taglianoum punto interno ad entrambe, il
guadrilatero &€ convesso.

Questo teorema & equivalente alla formulazione séReioé I'assioma 114 di Hilbert.
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Le isometrie

Definizione. Si diceisometria (0 anchecongruenzg un’applicazionef biunivoca del piano in sé
che conserva le distanze, cioe tale che per ogmpiaadi punti P, Q, coif (P) = P, f(Q) = Q’,

valga la relazione®'Q'= PQ.
Possiamo ora enunciare alcuyreprieta delle isometrie del piano:
) Un’isometria trasforma un cerchio in un cerchio,disco in un disco.

Siafun’isometria e sig- I'applicazione inversa di E’ evidente che anch@é’e un’isometria.
Sia K un cerchio di centro O e raggio r; sia Qtalsformato di O e sia K’ il cerchio con centroe’
raggio r.

Sia P un punto qualsiasi di K e sia P’ il suo wasiato. Essend®P=r, si haO'P' =, quindi il
punto P’ sta sul cerchio K.
Ma questo non basta, perché 'immagine di K poteebbn esaurire K'. Consideriamo allofa:

essa trasforma O’ in O e un qualsiasi punto di ®'dicioé tale cheD'Q = r, in un punto Q' tale
che OQ =, ossia in un punto di K. Dunque I'immagine dckincide con K.

Si ragiona in modo analogo per il disco.

1)) Un’isometria trasforma una retta in una retta.

Consideriamo tre punti allineati A,B,C e supponiache B stia tra A e C. Allora per I'assioma A4
siha AC= AB+ BC.
Poniamo A— A’, B — B’, C — C'. Per la proprieta di isometria, si ha

AC' = AB'+ B'C' ma, sempre per I'assioma A4, questa relazionece che i punti A’, B’, C’

sono allineati e che B’ sta tra A’ e C'. L'isometrinversa, per lo stesso motivo, trasforma i punti

allineati A’, B’, C' taliche AC' = AB'+ B'C' nei puntiA, B, C,conBtraAeC.
Quindi un’isometria trasforma segmenti in segmenti.

Ora dobbiamo dimostrare che una isometria trasfoatia in rette.

Sia® una retta e siano A, B due punti distintirdi Consideriamo la retta immagime individuata
dai punti corrispondenti A’ e B'. Per quanto vistesometria trasforma un punto P allineato con A
e B in un punto allineato con A’, B’, cioé in purdella rettar’.

Poiché l'isometria inversa porta i punti®iin punti di®, 'immagine di® e tutta®’.

Le due proposizioni I) e Il) descrivono semplicetesaicune proprieta delle isometrie.

Non siamo ancora in grado di affermare che esistietle isometrie diverse dall'identita.



Esercizi

1. Una isometria che lascia fissi due punti A, B, lascia fissi tutti i punti della retta AB. (N. 2, pag. 191)
2. Una isometria trasforma una semiretta in una semiretta. (N. 1, pag. 191)

3. Un’isometria che lascia fissi tre punti A, B, C non allineati ¢ l'identita. (N. 3, pag. 191)

4. Un’isometria che scambia fra loro due punti A, B ha anche un punto fisso (almeno). (N. 4, pag. 191)

La simmetria assiale

Definizione. Data nel piano una rett® si dice simmetria assiale (o ribaltamento)di asse®
un’isometria che ha queste proprieta:

- lascia fissi tutti i punti di?, e porta ciascuno dei due semipiani generat deell’altro

- éinvolutoria (cioé applicata due volte ci da Iidi¢a).

Esercizi

1. Rette incidenti che si corrispondono in una simmaedsssiale si incontrano sull’ass®. 3, pag.
272)

2. Una simmetria assiale trasforma ogni rettparallela all’asse in una retta che: a) e paraddls
b) & parallela all'asseN. 4, pag. 272)

Valgono le seguenti importargroprieta:

- sia & la simmetria di ass& ed A un punto che non appartiene alla rettaA — A’ e per |l
carattere involutorio A> A. Sia s la retta passante per A e per A’. Essa viene tmasfta in una
retta passante per A’ e per A. Poiché c’é un’unietia che passa per due punti, la retta
trasformata di coincide corns.

S

- il fatto ches viene trasformata in sé dalla simmetria non sigaifthe i singoli punti dis
rimangano fissi: I'unico punto fisso €& il puntoidcontro O della rettg con la rettar .

La rettas si spezza in due semirette con origine O: ciasaliresse viene mutata nell’altra dalla
simmetria.



Rette ortogonali

Possiamo porre la seguente

Definizione: Una rettas si diceperpendicolare (o ortogonale) ack se € diversa d& e se viene
trasformata in sé dalla simmetria di agse

E’ importante precisare clgsia diversa d& poiché anch& é trasformata in sé dalla simmetria di
asseRr..

Fino a questo momento abbiamo descritto le simmetsisiali ma non abbiamo affermato che
esistono . Dobbiamo pertanto inserire il seguessgama:

A7 (Assioma) Data una qualunque retidel piano, esiste una ed una sola simmetria
assiale diea®s

E’ interessante il seguenpeoblema: data una rett&® e un punto P, trovare un punto®iche sia a
distanza minima da P.
Si presentano due casi:

- seil punto P e s® allora la soluzione € banale.

- se P e fuori dRr allora sdoppiamo la figura con una simmetria deass

P

=%

Consideriamo un punto qualsiasi M @j. Il punto P ha come corrispondente un punto P’ nel
semipiano opposto; il punto M corrisponde a sésstes

Per la proprieta di isometria si gM = P'M . DunquePM = % (PM + P'M ). Si tratta di
prendere M in modo che questa espressione asswaidarné minimo possibile.

Questo si ottiene congiungendo P con P’ medianteegmento e considerando il punto O in cui
qguesto segmento taglia la retta Ricordiamo che P e P’ si trovano in semipianpagii rispetto
alla retta® . Se M € un punto dg diverso da O, si ha per la disuguaglianza triarrgola

PP'<PM+P'M
Percio, moltiplicando per %2 ambo i membri e ossetleachePO= %2 PF', si ha

PO <% (PM+P'M)=PM.

Dunque c’éun unico punto di ® a distanza minima da P ed & quello in cui la patjpelare
mandata da P taglia la retka
Il punto O si dicgoroiezione ortogonaledi P.



Dimostriamo ora un teorema che ci dice che laziefee di ortogonalita & simmetrica:

Se la rettas € ortogonale alla retta, la retta® & ortogonale alla rettg
P

P

Indichiamo con O il punto di incontro delle dueteetBasta far vedere che, preso un punto @ di
diverso da O, il punto O é fra tutti i punti diquello piu vicino a Q: infatti questo basta ad
assicurarci che O é la proiezione di Qsipercior & ortogonale ad.

Dimostriamo che un qualsiasi punto Psdiiverso da O non puo essere il punto di minimaadizi
da Q. Infatti, preso un punto P gidiverso da O, il punto P’ simmetrico di P appartiead S,

essendas ortogonale ad® . Essendo la simmetria di asgeun’isometria, si haPQ= P'Q, cioé i

punti P, P’ dis hanno la stessa distanza da Q; ma allora il péntwn puo essere il punto di
minima distanza da Q perché il punto di minimaatiga € unico. Dunque il punto di minima
distanza non puo essere che O.

Dopo questo teorema possiamo usare senza possitiléquivoco I'espressione: le retkee §
sono fra loro ortogonali.

L’assioma A7 ci ha permesso di mandare una perpelade ad una rett@ da un punto P esterno.
Non siamo ancora in grado di mandare una perpeladéecad® da un punto P dR. E’ utile allora
introdurre il seguente assiofna

A8 (Assioma) Data una rett& ed un punto P di essa, esiste un’unica sgerpendicolare
ade passante per P.

E’ semplice dimostrare che: Una qualunque isométisforma due rett® , Sfra loro ortogonali in
rette®’, s’fra loro ortogonali.

Infatti, sappiamo che un’isometria trasforma ratteette. Sia O il punto di incontro di eds, e sia
O’ il corrispondente di O, che sara il punto diantro di®’ ed.s".

Sia Q un punto dr diverso da O e Q’ il suo corrispondentesif Di tutti i punti dis, O & quello a
minima distanza da Q. Poiché l'isometria conseevdistanze, di tutti i punti d§’, O’ &€ quello di
minima distanza da Q’. Allor&’é ortogonale &".

S

2 In effetti la proposizione & dimostrabile, ma p@da dimostrazione risulta complessa, € preferimléocare la
proposizione tra gli assiomi..



Possiamo dare la seguente

Definizione: L’angolo formato da due semirette con la stesgane e fra loro ortogonali si dice
retto.

Dunque un’isometria conserva gli angoli retti.

Problema di Erone dati due punti P, Q che si trovano dalla stessd@eprispetto alla rett& ,
trovare il percorso piu breve che congiunge P cdad@ando la rette..

(Questo problema puo essere formulato in modo ebmcad esempio come segwe:e un fiume
che attraversa la pianura; un cacciatore si travR e deve ritornare a casa in Q, ma prima deve
attingere l'acqua al fiume.)

Intuitivamente il cammino dovra essere rettilingmfad un certo punto M d& e poi di nuovo

rettilineo da M a Q. Il problema & determinare Mgsin modo tale ché®M + PQ sia minima.
Q

M R

Consideriamo una simmetria assiale di agsetrasformiamo il segmento PM. Sia P’ il simmetrico
di P.
Q

M* M R

P
EssendoPM = P'M , sihaPM + MQ = P'M + MQ.

Questo valore dovra essere minimo. Il minimo vieaggiunto quando il percorso da P’ a Q €
rettilineo. Poiché P’ e Q stanno da parti oppoigetto alla rettar , il segmento [P’,Q] taglia la
retta® in un punto M che & il punto cercato.

Esercizi

1. Dato l'asse di simmetria R e date due coppie diiptorrispondenti A, A’; B, B’ costruire,
servendosi solo della riga non graduata, il coomgfente di un punto qualsiasi P. Ci si puo
ridurre ad una sola coppia di punti corrispondei2, pag. 197)

2. Assegnate due coppie di punti corrispondenti in sinametria assiale, si costruisca l'asse
usando solo la riga non graduata. E’ sempre pdssibstruire 'assefN. 14, pag. 273)



Asse di un segmento

Prima di parlare di asse di un segmento e dellazi@hi fra ortogonalita e parallelismo,
confrontiamo tra loro le distanze che un puntopileho ha da due punti fissati.

Sia ® una retta e siand e 4’ i due semipiani che essa genera. Sia P un punfoaP’ il suo
simmetrico rispetto alla retta. Allora per tutti i punti Q del semipianosi haPQ < P'Q.
Q

p'

Cominciamo osservando che Q e P’ stanno in semipposti dal momento che Q sta nello stesso
semipiano di P. Allora il segmento P’Q taglia l#a& in un punto M.

Per la disuguaglianza triangolare applicata ahtyedo PQM si ha

PQ<PM + MQ.

Non puo valere il segno di uguaglianza poiché iitpuM appartiene alla retta e percido non puo
stare sul segmento PQ.

Poiché la simmetria assiale conserva le distarizea ®M = P'M . SostituenddPM con P'M
nella disuguaglianza precedente si trova

PQ < P'M + MQ, masihaP'M + MQ = P'Q . Da cui la disuguaglianza cercata.

Dunque si conclude che i punti del semipighsono piu vicini a P che a P’; i punti del semigian
A’ sono piu vicini a P’ che a P; i punti @i hanno la stessa distanza da P e da P'.

Definizione:
Dati due punti distinti P e P’ si chianessedel segmento PP’ I'asse dell’'unica simmetria che
scambia P con P’, cioé la retta perpendicolare@inento PP’ nel suo punto di mezzo .

Dal teorema dimostrato si deduce che I'asse deheatp PP’ e l'insieme formato da tutti e soli i
punti che hanno uguale distanza da P e da P'.

Siamo ora in grado di risolvere il seguepteblema: trovare una simmetria assiale che scambia fra
loro i lati di un angolo.

Siano® ed s due semirette distinte e non allineate con origio@une O. Prendiamo sued s due

punti P e P’ rispettivamente, distinti da O e tile OP= OP'. SiaT I'asse del segmento PP’ il
punto O deve stare stiperchéT é il luogo dei punti equidistanti da P e P’. La siatria con asse
T'scambia tra loro i punti P e P’e lascia fermouihfp O; allora essa scambia fra loro le semirgtte
eds.
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Se indichiamo comrr * la semiretta dir’con origine in O contenuta nell'angol® (S5), tale angolo

risulta allora suddiviso in due angoli fra loro nsetrici (R, 7*) e (T *.s). Il termine bisettrice

indica sia la retta’che la semiretta *.

Nel caso cher ed § siano due semirette opposte di una stessaIetifiora e evidente che la retta

per O e perpendicolare alla rettasuddivide ciascuno dei due semipiani generati dain due
angoli retti fra loro simmetrici.

Si puo ora enunciare uaoremache collega la perpendicolarita con il parallelismo

Due rette® ed.s ortogonali ad una stessa rettaono fra loro parallele.

Supponiamo che& ed . sabbiano un punto P in comune. Se il punto P ampaatalla rettar, ® eds
devono coincidere per I'assioma AS8.

Se le retter,, S hanno in comune un punto P che non stdimllora esse devono avere in comune
anche il punto P’, simmetrico di P rispetto alltiag.

Dunque le retter ed s 0 coincidono o0 non hanno alcun punto in comunes sano parallele.

Con questo teorema siamo in grado di dimostrare che

Data una rett&® ed un punto P, esiste una parallelarapassante per gostruzione delladoppia
perpendicolare”): basta mandare da P la perpendicoldi@d ®, e poi la perpendicolarea 7. Per il
teorema precedente, esserded s perpendicolari alla stessa reftaono fra loro parallele.

P S

R

-
Questo teorema non dice affatto che la paralleladai@a dal punto P alla retfgsia unica.

Esercizi

1. Siano A, B punti distinti della ret®@e siano P e Q punti da parti oppostediali che PA = QA
e PB = QB. Allora i punti P e Q sono fra loro sintria rispetto adr, (N. 1, pag. 201)

2. Sia P un punto esterno ad una refta sia O la proiezione di P ®uSiano A e B punti dr tali
che A stia fra O e B. Mostrare che PO < PA < RB2, pag. 201)
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La simmetria centrale

Fissiamo nel piano un punto O; preso un punto Brdivda O, tracciamo la retta PO, quindi sulla

semiretta di origine O non contenente P consideriampunto P’ tale ch®P' = OP.
Abbiamo cosi un’applicazione P P’ che viene completata facendo corrispondereuat@O |l
punto O stesso. Essa viene dsttametria centrale di centro O.

Questa applicazione € involutoria e biunivoca.
Essa ha un solo punto fisso, il centro O.
Inoltre le rette che passano per O vengono trasitamm se.

Si pud dimostrare il seguentorema

. Una simmetria centrale di centro O si puo ottermome composizione di due simmetrie
assiali i cui assi sono due qualsiasi rette fra wtogonali che si incontrano in O.

Ecco la traccia della dimostrazione:

Y
Caso P sw o su¥: owio
P’ P
Caso P non appartenentead v
Sas: P - P S Po Q
E: Q! O X

In Sy: il segmento PP’ & perpendicolarea il punto di intersezione & medio di PP’, dungoehe
QQ'’ e perpendicolare @e il punto di intersezione € medio di QQ’, dunqu&y: Q - Q'.

Il segmento PQ’ tagliax (P e Q' sono in semipiani opposti), dunque in wmtp unito, che
appartiene quindi al segmento immagine, P’'Q. Quii e P’'Q si intersecano in un puntoxdi
Analogamente, in riferimento a-Ssi conclude che PQ’ e P’Q si intersecano in wimt@ di_X: se ne
deduce che si intersecano in O.

Da OP=0P =0Q segue ch@©Q =0P cioé P, O, Q' sono allineati e O & punto medi®@.
Dunque componendoyScon & si ottiene la simmetria di centro O.

Una immediata conseguenza di questa proposiziche:é

Una simmetria centrale & un’isometria.
Si ha inoltre che:

. Una simmetria centrale trasforma una retta in etta ad essa parallela.

Infatti non puo succedere che la refta la sua trasformata’ siano incidenti, cioe abbiano un solo
punto in comune perché se il punto P che esse hemoomune é il centro di simmetria allora
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® =®. Se P non é il centro di simmetria allora anchguitto P’ deve appartenere sia@dhe ad
®’ e quindi le retter ed ®’ non hanno un solo punto in comune.

Esercizio

1. In un triangolo due vertici sono equidistanti dait@diana uscente dall’altro vertige. 12,
pag. 272)

Triangoli e quadrilateri con simmetrie

Alcune semplici figure geometriche piane possorseesdefinite attraverso la simmetria assiale o
centrale.

Ad esempio iltriangolo isoscelee quello con (almeno) un asse di simmetriatriingolo
equilatero ha tre assi di simmetria.

Il rettangolo € il quadrilatero convesso con due assi di simméta loro perpendicolari e non
passanti per i vertici.

Il rombo é il quadrilatero convesso con due assi di simmét loro perpendicolari e passanti per i
vertici.

Il quadrato € il quadrilatero che e rettangolo e rombo, durmprequattro assi di simmetria.

Il parallelogrammo é il quadrilatero convesso con un centro di siniiaet

Precisiamo questo discorso.

» Vediamo come deve essere una terna di punti A BeiCepsere trasformata in sé da una
simmetria assiale di asse

La simmetria genera una sostituzione nell’'insiemievartici {A,B,C}.

Un primo caso e quello in cui ogni vertice corrisge a se stesso; ma allora tutti i vertici si trava
sulla retta® . In questo caso i tre vertici non individuano dartgolo essendo allineati ( potremmo
parlare di triangolalegenereg.

Supponiamo che sia A» B; allora deve essereB A e il punto C deve corrispondere a sé stesso e
quindi deve trovarsi s®..

Un triangolo con un asse di simmetria si disaescele Un triangolo non puo avere un centro di
simmetria (si potrebbe parlare anche in questo das@angolo degenere).

» Consideriamo una quaterna di punti A,B,C,D che wemmgsformata in sé da una simmetria
di asser.

Se i vertici sono trasformati in sé, allora essicallineati e possono generare solo quadrangoli
degeneri.

Escluso questo caso, vi sara una coppia di vetieist scambiano fra loro A B, B — A.

Allora sono possibili due casi: che i punti delifal coppia si scambino tra loro, oppure che siano
entrambi fissi.

Nel primo caso A e B stanno da parti opposte risped ® € cosi pure C e D. | segmenti AB e CD
sono paralleli, inoltre il punto C puo essere netksso semipiano di A, rispetto @éd in tal caso i
segmenti AC e BD non possono incontrarsi, oppursemipiano opposto e quindi i segmenti AC e
BD si incontrano. Delle configurazioni possibilielmon sono quadrangoli convessi, la terza € un
quadrangolo convesso: il trapezio isoscele.
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Nel secondo caso, AB e CD sono diagonali e il gletdro & convesso se si tagliano, altrimenti non
€ convesso.

* Vediamo come deve essere una quaterna di punti &, B per essere trasformata in sé da
una simmetria centrale con cento O.

Poiché in una simmetria centrale I'unico puntodissil centro, non e possibile che uno dei vertici
coincida con O. L’unica possibilita € che vi sianeedcoppie A, B e C, D di punti simmetrici
rispetto ad O.
Supponiamo che A, B e C, D non siano allineati. &BD sono paralleli (infatti una simmetria
centrale trasforma una reta in una retta parallela}i comeAD e BC, mentre AB e CD si
incontrano in O. Dunque per avere un quadrangofvesso ABCD, bisogna prendere AB e CD

come diagonali.
» C
D \

B

Per il quadrangolo convesso valgono le seguentirjgta :
- i lati opposti sono paralleli e isometrici (infasii corrispondono nella simmetria centrale di
centro O);
- le diagonali si tagliano a met®fA= OB perché A e B sono simmetrici rispetto ad O);
- gli angoli opposti sono isometrici (si corrispondom una isometria, che & appunto la
simmetria centrale).
Un quadrangolo convesso ABCD con un centro di stniasi dicgparallelogrammo.

Se i punti A, B, C, D sono allineati, si ottiene parallelogrammo degenere, ma che gode delle
proprieta che abbiamo esposto.

* Vediamo come pud essere una quadrangolo ABCD cheevirasformato in sé da una
simmetria di asse e da una simmetria di asgeonx perpendicolare &
Sia O il punto di incontro degli assi e sianol& simmetria di assee S la simmetria di assg
Il primo caso e quello in cui vi sia in vertice Aecnon appartiene ad alcuno degli assi; dunque
S¢ A — Be S A— C. Notiamo che C é dalla stessa parte di A rispadttx e da parte opposta
rispetto ay, invece B é dalla stessa parte di A rispettg @dia parte opposta rispetta,alunque C
e diverso da B. Deve allora essefeGG— D e S: B — D. Il quadrangolo é urettangolo.

Il secondo caso € quello in cui tutti i vertici B, C, D sono sugli assi. Nessuno pud essere
coincidente con O e non possono essere tutti stékso asse, perché allora il guadrangolo sarebbe
degenere. In questo caso il quadrangolo eoorbo.

Quando si verificano entrambi i casi, cioe esistdne coppie di assi ortogonali che sono assi di
simmetria del quadrangolo, si ottiene un partiel@mbo che e anche un rettangolguiadrato.
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Esercizio svolto (N. 2, pag. 213)

Dimostrare che un triangolo ABC con due lati di uguale lunghezza ¢ isoscele (cioe ha un asse
di simmetria).

Sia AB = AC. Occorte dimostrare che ABC ha un asse di simmetria. Sia h la bisettrice in

figura.
A La simmetria di asse h ¢ tale che: semiretta AB —
| semiretta AC (per definizione di bisettrice).
|
|
|
| Ora, B’, immagine di B, e sulla semiretta AC.
|
|
|
! Ma AB = AB’, quindi per 'assioma A; B> = C.
|

B :h € In conclusione, in S, A ¢ unito e B~ C.

Esercizi

1. Si consideri su un cerchio con centro in O untp P. Dimostrare che:
a) La retta per P ortogonale al raggio OP ha in c@uol cerchio il solo punto P.
b) Ogni altra retta per P ha punti interni al cewahtaglia il cerchio in un secondo punto Q.
[per rispondere al punto b) si cerchi un assenginetria della figura]N. 1, pag. 213)

2. Dati due punti A, B e fissato uno dei due seéamipgenerati dalla retta AB, in esso vi & al piu u
punto che ha distanze assegnate da A e ¢& B.pag. 213)

3. Un quadrilatero convesso che ha i lati oppastgdiale lunghezza e un parallelogrammo.
(N. 4, pag. 213)

4. Un parallelogrammo con i lati uguali € un romipb 5, pag. 213)

(si noti che da 3. e 4. segue: un quadrilatesa i lati uguali € un rombo)

5. Sia ABC un triangolo isoscele di base BC. Dimast che, comunque si prenda un punto H
dell’altezza relativa a BC, la retta CH taglia AB un punto M e la retta BH taglia AC in un
punto N tale che BM = CNN. 15, pag. 273)

6. E’ dato un triangolo isoscele ABC di base B@n§lderati due punti M e N sui lati uguali,

equidistanti dal vertice, e condotte da essi |g@edicolari alla base BC che incontrano nei
punti E ed F, dimostrare che EFA € un triangoledste (N. 18, pag. 273)
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L'assioma del rapporto di proiezione e il teorema dPitagora

Data una rettac risulta definita laproiezione su x , cioé I'applicazione che fa corrispondere a
ciascun punto del piano il puntoglipiu vicino.

Ovviamente risulta che laroiezionesux € un’applicazione suriettiva ma non iniettiva.

Cosa succede quando si proiettaxsuna qualsiasi rett&® incidente adx e obliqua (cioé non
ortogonale) ad?
R

O P’ Q X
Intuitivamente, se due punti P, Q @i si proiettano nei punti P, Q' deve ess@€ /OP =

0Q'/0Q, cioé OP' deve essere direttamente proporzional©&d

Questo fatto non puo essere dimostrato con gloassii cui disponiamo, pertanto € opportuno un
altro assioma:

A9 (Assioma) Sex ed® sono rette che si incontrano in O, indicando cotaRjroiezione di
un punto P dir sux si ha
OP =kOP
dove k & una co&gche vienéettarapporto di proiezione).

L’affermazione importante di questa proposizionehe k e costante, cioé non dipende dal punto
che si proietta.

Se facciamo variare la rettatenendo fisso il punto di incidenza O, varierarenk.

Non abbiamo imposto ch@ sia un’obliqua perché anche il caso in @uisia ortogonale aa
rientra in questa formulazione, con k = 0.

Se k = 1 ® coincide cory; in tutti gli altri casi si ha k < 1.

Da queste considerazioni seguono le definizionamtjolo acutoe di angolo ottusq nel modo
seguente. Se due rettée ® sono incidenti e non ortogonali, le quattro settér che individuano si
possono far corrispondere biunivocamente con laepiene: in che modo? Sia O il punto di
intersezione e siang e X’ le semirette in cui si spezz#

Y R’
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Se da O si manda la perpendicolatad X, la retta PP’ risulta parallela ade quindi i punti P e P’
stanno dalla stessa parte rispetto d@ddunque le due semirette che si corrispondonoanell
proiezione sono quelle che stanno nello stessopsama rispetto adY. Se ®’ e X’ sono tali
semirette, 'angoloX’, ® ’) & contenuto in un angolo retto: diciamo che l@og X, ® ') éacuto,
mentre 'angolo (X, ® ") e ottuso.

E’ utile osservare che il rapporto di proiezionelalektta® sulla rettax € uguale al rapporto di
proiezione della retta sulla retta®..

Infatti, esiste una simmetria assiale che scamaiboto la rettar e la rettax.

R

— o P' Q X
Sia P un punto dr, P’ la sua proiezione st; la simmetria rispetto alla bisettrice porta FQre P’
in Q'. Essendo la simmetria un’isometria, il segnodi@,Q’] risulta ortogonale a& e si haO_Q=
OP, OQ'= OP'; dunque €OP'/OP = 0Q/0Q =k.
Si conclude che il rapporto di proiezione € il medw.

Ricordiamo che si dic#riangolo rettangolo un triangolo con un angolo retto: i lati adiacenti
all'angolo retto si diconaateti, il lato opposto si dicgotenusa

Possiamo ora enunciargélorema di Pitagora

In un triangolo rettangolo, il quadrato della luegha dell’ipotenusa € uguale alla somma dei
quadrati delle lunghezze dei cateti.
A

B H C

Il triangolo rettangolo considerato abbia I'angaketto in A. Indichiamo con k il rapporto di
proiezione della semiretta BC sulla semiretta Béoa k’ il rapporto di proiezione della semiretta
CB sulla semiretta CA. Il punto A si proietta suligtta BC nel punto H: poiché H appartiene alla
semiretta BC e anche alla semiretta CB, H riswtamreso tra B e C.

Si compiono ora delle operazioni di proiezione:

proiettando il punto B sulla retta CA si ottie@& = k' BC (1)
proiettando il punto A sulla semiretta CB si otée®H = k' CA = k'> BC 2)
proiettando il punto C sulla semiretta BA si otéeBA = k BC 3)
proiettando il punto A sulla semiretta BC si otéeBH = k BA= k? BC. (4)
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Poiché il punto H sta tra B e C, si BIL= BH + CH ; sostituendo in questa uguaglianza i valori
dati dalla (2) e dalla (4), si ha

BC=Kk BC +k?BC ;
moltiplicando questa relazione membro a membroBs@rsi ricava

BC2=1& BC%+ k? BC? e, tenendo conto della (1) e della (3), si ha

BC?= BA?+ CAZche ¢ la tesi del teorema di Pitagora.

Si possono fare le seguenti osservazioni:
- dividendo perBC la relazioneBC? = ¥ BC? + k' BC? si ottiene una relazione che lega i
due rapporti di proiezione 2k k'? = 1;
- dalle relazioni (1) e (2) si ricavBC/CA = CA/CH .
questa relazione va sotto il nomepdino teorema di Euclide € si enuncia nella forma :
“un cateto € medio proporzionale fra lipotenusalae proiezione del cateto stesso
sull'ipotenusa”.

Si pud dimostrare ora un teorema chewerso del teorema di Pitagora

Se si haBC? = CA2 +BAZ allora il triangolo ABC & rettangolo in A.

La dimostrazione consiste nel confrontare il nostiangolo rettangolo con un opportuno triangolo
rettangolo. Sia ABC un triangolo tale cBE? = CA% +BA?Z.

C

G
Nel semipiano opposto rispetto alla retta AB,caamo un triangolo rettangolo in A: ABC’ tale
che AC'= AC.

Per il teorema di Pitagora si I&iB=v AB?+ AC'?2=+ AB?+ AC?dunque é&C'B= CB.

Allora il punto B, essendo equidistante da C e Jad€ve trovarsi sull'asse del segmento [C,C’];

anche il punto A deve trovarsi sull'asse, esseA@® = AC. Ma allora la retta AB & l'asse del
segmento [C,C’], quindi i punti C, C’ sono tra dosimmetrici rispetto allasse AB. Essendo
'angolo C’AB retto, anche I'angolo BAC, simmetricdeve essere retto.



> )

Esercizio svolto

In un triangolo isoscele gli angoli alla base sono acuti.

Il triangolo isoscele ha un asse di simm,
la retta AH.

B e C si scambiano, dunque il segmento BC|é
perpendicolare ad AH. Quindi A si proietta in
H, che e tra B e C, cioe la semiretta BA S
proietta nella semiretta BH e quindi I'angold
in B € acuto. Analogamente per I'angolo in C

Esercizi

1. In un triangolo rettangolo, gli angoli non rethno acuti(N.1, pag. 220)

2. Calcolare il rapporto di proiezione per quastoli:
0 Angolo della diagonale di un quadrato con un |46&F);
0 Angolo di un triangolo equilatero (60°);
0 Angolo della bisettrice di un triangolo equilatexan un lato (30°).
(N.6, pag. 221)

3. In un triangolo rettangolo I'altezza relativélipbtenusa € media proporzionale fra le proiezioni
dei cateti sull'ipotenusa. ( Secondo teorema di i#akl(N.7, pag. 221)

4. In un cerchio, assegnate due corde, quella eéhéah centro distanza minore ha lunghezza
maggiore(N. 8, pag. 221)

5. Dato un cerchio di centro O ed un punto P ad ederno, verificare che la corda di lunghezza
minima che passa per P & quella perpendicolanaiaedro per P(N.9, pag. 221)
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Unicita della parallela

Abbiamo gia visto come si pud costruire una palaled una rettaR che passi per un punto P
esterno ad essa: si manda da P la perpendicOide® e successivamente la restgperpendicolare
aT perP.

P M T

Ci possono essere altre parallele alla rettdtre alla rettas che abbiamo costruito? Ogni altra retta
per P é obliqua & si tratta di vedere se un’obliquarataglia necessariamente

R
S

P M T

Presa una qualsiasi obliqua consideriamo la seit&tontenuta nel semipiano generato Sade
contiene® . Questa semiretta si proietta ortogonalmente rsghairetta PM, dove M e il punto di
intersezione dir con 7. E’ intuitivo che 1’ incontri ® : per dimostrarlo ricordiamo che i punti ®i
sono tutti e soli quelli che nella proiezione Buanno in M. Possiamo applicare I'assioma A9: si
tratta di vedere se esiste un punto Qstale che

PM =k PQ

con k rapporto di proiezione di Poiché?’ e obliqua e k > 0. Allora I'equazione si risolvgbgo:
ﬁ) =PM/Kk; quindi esiste sulla semirettaun punto Q che & in comune c&n

Dunque abbiamo dimostrato che

) E unica la parallela mandata ad et da un punto ad essa esterno.
Questa affermazione & I'assioma introdotto da Hecli
Vediamo ora alcuneonseguenzelell’'unicita della parallela:

II) Se laretta e parallela 83 e B & parallela & allora 4 e parallela & .

Infatti se 4 e ¢ non fossero parallele, cioe se fossero incidert, iploro punto di incontro P
passerebbero due rette parallelg aio non puo verificarsi.
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Esaminiamo la relazionet € parallela @. Questa relazione gode delle proprieta:

riflessiva, cioé 4 e parallela add; questo perché, secondo la nostra definizione, i
coincidenti sono da considerarsi parallele;

simmetrica, cioe seq e parallela a8, allora® é parallela ads; anche questa proprieta e contenuta
nella definizione, tanto che abbiamo parlato firpdacipio dirette fra loro parallele,

transitiva: é esattamente I'enunciato | che abbiamo dimasted.

Possiamo concludere che la relazione di parallelismna relazione diquivalenza
Dunque, le rette del piano risultano suddivise lass di equivalenza, formate da rette fra loro
parallele. Una classe di equivalenza si dicedirezione.

1)} A eadsiano parallele: allora una rettancidente all’'una e incidente all’altra.

T

B
Se T fosse incidente ad ma parallela 8B, vi sarebbero due rettg, e 7, passanti per uno stesso
punto e parallele @ e si andrebbe contro 'unicita della parallela.

Proseguiamo: siangl e @ parallele e siaT una retta incidente ad entrambe (si dice anche
trasversale). Siano A e B rispettivamente i punindontro cond e cona e sia O il punto medio
del segmento [A,B].

T

B B
Allora si puo dire che:
V) Una simmetria centrale con centro O porta la retacoincidere con la retta

Infatti la simmetria centrale con centro O portardéta 7 in una rettai’ che passa per B ed &
parallela ad2; ma la parallela ad condotta per il punto B & unica. Quindi deve esger 3.

Come conseguenza del teorema precedente si dimodtrgroposizioni V e VI:
V) Se® edJs sono parallele, una rettaortogonale all’'una & ortogonale all’altra.

S R
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VI)  Un quadrilatero con i lati opposti paralleli & wargllelogrammo (cioe ha un centro di
simmetria)

D C

A B

Si é visto che si puo definire rettangolo un guatkio con due assi di simmetria fra loro ortogonal
e perpendicolari ai lati. Siamo ora in grado datt@rizzare in modo piu semplice il rettangolo:

VII)  Un quadrangolo con i lati opposti paralleli (cioé parallelogrammo) che abbia
un angolo retto € un rettangolo.

D C

| 1 []
A B
R

Supponiamo che I'angolo A sia retto; per il teore¥fatutti gli angoli sono retti. Consideriamo
l'asse® del segmento [A,B]; la simmetria con asgetrasforma A in B e trasforma la retta AD
nella retta BC. La retta CD, essendo parallela Bg @ ortogonale a® e viene trasformata in sé
dalla simmetria di ass& . Allora il punto D di intersezione della retta Adon la retta CD viene
trasformato nel punto C, che é intersezione delia BC con la retta CD. Si conclude ckheé un
asse di simmetria del rettangolo. Allo stesso msideede che il quadrilatero ABCD ha un asse di
simmetria che coincide con I'asse del segmento [&,Bhe e ortogonale ad AD e quindi&d

Vale infine un importante risultato:

VIIl) Due rette parallele sono fra loro equidistanti.
P Q

P’ Q R
Si tratta di dimostrare che seed.S sono due rette fra loro parallele e se P e Q sorgpunti dis,
la distanza di P d& e uguale alla distanza di Q @&a Sia P’ la proiezione di P sr, Q’ la
proiezione di Q s, il segmento [P,P’] & ortogonale &, cosi come il segmento [Q,Q’]; i lati
[P,P’]e [Q,Q’] sono fra loro paralleli. Anche i idP,Q] e [P’,Q’] sono paralleli per ipotesi. Allar
per il teorema precedente, PP’Q'Q & un rettangdlmque PP'= OQ'.

A questo punto della teoria € possibile fissareif@mimento cartesiano, cioé una corrispondenza
biunivoca fra punti del piano e coppie ordinatauineri reali.

Siano X e ¥ due rette ortogonali fra loro. Ad ogni punto P ge&lno possiamo associare la sua
proiezione P’ sy e la sua proiezione P” sy Viceversa, assegnata una coppia di punti Pt'su
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P” su 9, ¢’é€ un unico punto P che ha come proiezioner dypunto P’ e come proiezione il
punto P”. Infatti la retta®’ ortogonale adx per P’ e la rettaR”, ortogonale ady per P”, si
incontrano in un unico punto P. Occorre teneregrescher’ € parallela ady, essendo, come;
ortogonale ad; la rettar”’, che é ortogonale af & ortogonale aa@’ e quindi incidente &’

Y
Pll Rll P
R'
o) p' X

Fissati sux e ¥'due sistemi di coordinate (come gia osservato dagsioma A5) € evidente che si

e posta una corrispondenza biunivoca fra puntp@elo e coppie ordinate di numeri reali.

Esercizi

1. Quanti assi di simmetria (e quanti centri di simmagthanno le seguenti figure?
a) due rette parallele
b) due segmenti paralleli
C) un segmental. 23, pag. 273)

2. Rette perpendicolari a rette incidenti sonodanti.(N. 5, pag. 274)

3. Dimostrare che dati tre punti A, B, C non allineasiste un unico punto equidistante da tutti e
tre. (N. 2, pag. 227)

4. Dimostrare che i tre vertici di un triangoldtamgolo hanno uguale distanza dal punto di mezzo

dell'ipotenusa. [Fare una simmetria centrale cartroenel punto di mezzo dell'ipotenusa]
(N.6, pag. 233)

5. Un parallelogrammo in cui le diagonali hannoaidunghezza é un rettango(. 7, pag. 233)

6. Un triangolo ABC inscritto in un semicerchiceate come diametro [B,C] € rettangolo in A.
[Fare una simmetria centrale con centro nel puntoetzo di [B,C] J(N. 8, pag. 234)

7. Dati tre punti non allineati, trovare le regtguidistanti da essiN. 7, pag. 274)

8. Sia ABCD un parallelogrammo e A'B’C’'D’ un paelbgrammo inscritto in esso. Dimostrare
che hanno lo stesso cent®. 9, pag. 274)
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Le traslazioni

Si dicetraslazione un’applicazione biunivoca del piano in sé tale che:

1) i punti si spostano tutti in una stessa direzione ;
2) ogni retta del piano viene trasformata in una ratt@ssa parallela .

Fra le traslazioni includiamo anche quella cheidaBarmi tutti i punti, cioe I'identita.

Nella definizione non si dice che la traslazionsndsometria: questa proprieta verra dimostrata piu
avanti, come conseguenza delle proprieta 1) el®) definizione.

Supponiamo di sapere che una traslaziatieersa dall’identita manda il punto P nel punto P’
t(P)=P.
Siamo in grado di determinare il corrispondentardaltro punto Q qualsiasi?

1° caso supponiamo che Q non appartenga alla retta PIRladdiamoci dove deve trovarsi il
punto Q'=¢(Q).

In base alla proprieta 2), la retta PQ viene tmaséta in una retta ad essa parallela, che dovra
contenere i punti P’ e Q': dunque Q’ deve trovardia parallela alla retta PQ mandata per il punto
P’. D’altra parte, per la proprieta 1) i punti deeospostarsi tutti nella medesima direzione, céoe |
retta QQ’ deve essere parallela alla retta PP’.

p'

In conclusione: il punto Q’ € il punto di incontielle due rette seguenti:

parallela alla retta PQ mandata per il punto P’;

parallela alla retta PP’mandata per il punto Q.

Queste due rette si incontrano effettivamente ggreksendo il punto Q per ipotesi fuori della retta
PP’, le rette PP’, PQ sono incidenti e sono quincidenti anche le due rette ad esse paralleleiche
interessano.

Possiamo descrivere la nostra costruzione copurnto Q’ richiesto € 'unico punto Q'tale che |l
quadrilatero P’PQQ’ sia un parallelogrammo.

(attenzione: € essenziale I'ordine con cui si iad@i punti P’PQQ").

2° caso vediamo ora come si puo procedere nel caso inQcsi trovi sulla retta PP’. La
costruzione fatta prima non si puo applicare. Rwosei pero arrivare allo scopo con un passo
intermedio: se T e un punto qualsiasi fuori da#ttar PP’, costruiamo il suo corrispondente T’
mediante il parallelogrammo P’PTT’; quindi, poichésiQrova fuori dalla retta TT’, siamo in grado
di costruire il corrispondente Q' di Q medianteadlrallelogrammo T'TQQ'.

24



In sostanza siamo arrivati allo scopo eseguendovdite la costruzione indicata prima. Questo
procedimento € dettafé/ doppio parallelogrammo’.

Riesaminiamo la costruzione eseguita in questorgirgaso in cui il punto Q & preso sulla retta
PP’; viene spontaneo chiedersi: non accadra cheeancquesto caso il quadrilatero PQQ’P’ sia un
parallelogrammo?
La risposta e affermativa ed é ottenuta attraversgeguente teorema (di cui omettiamo la
dimostrazione):
Se TQQ'T’ e TPP'T’ sono entrambi parallelogrammi, lea®QQ’P’ € un parallelogrammo.

P

Q
Possiamo dunque concludere questo primo studie swklazioni con la seguente affermazione
valida anche nel caso in cui la traslazione siaentita:
Se una traslazionemanda P in P’, essa manda un punto Q nell’unicuqQ’ tale che PQQ'P’ sia
un parallelogrammo.
Ed ora possiamo rispondere al quesito lasciatodpeso all’inizio:

Una traslazione e un’isometria.

Infatti, siano P, Q due punti arbitrari del piaR,e Q’ i loro corrispondenti in una traslazioney p
guanto abbiamo dimostrato PQQ’P’ € un parallelognamlLa simmetria che ha per centro il centro

del parallelogrammo manda P in Q' e Q in P’, dunguhaPQ = P'Q'.

Esponiamo alcune osservazioni fondamentali rigudrdantraslazioni. Abbiamo visto che una

simmetria centrale si puo vedere come composizibdee simmetrie assiali.

Vogliamo vedere che una traslazione si puo anch’'etgenere come la composizione di due
simmetrie assiali: cominciamo pero col dimostrale wna traslazione si puo ottenere come
prodotto di due simmetrie centrali.

Premettiamo ancora un teorema che esprime una muopdeta delle traslazioni:

I) Siano dati quattro punti ABCD clenseguenti proprieta:
a) C e D sitrovaralo stesso semipiano rispetto alla retta AB;
b) le rette AC e Bbne parallele;

c) AC = BD.
Allora la traslazione che portan®B porta C in D, cioe CABD é un parallelogrammo.

D
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Infatti, la traslazione che porta A in B trasformaaretta AC in una retta ad essa parallela per B:
guesta non puo che essere la retta BD. Il punta & finire in un punto C’ che si trova nello stesso
semipiano di C rispetto alla retta AB. Infatti [C],Gon ha punti in comune con la retta AB essendo

parallelo ad essa. Il punto C’ si trova sulla settdr BD, a distanz&C = BD dal punto B. Allora
esso coincide con il punto D.
In conclusione, la traslazione che porta A in Btp®& in D.

Ed ecco in forma precisa il teorema che abbiamonpraaciato:

II) Una traslazioneche manda P in P’ pud essere ottenuta come poodiodiue
simmetrie centrali: la prima con centro nel punto P, la secondeon centro nel punto
di mezzo M del segmento [P,P].
P

P
E’ evidente che la prima simmetria lascia fermouhip P, mentre la seconda manda P in P’;
dunque l'applicazione composta manda P in P’. Rerostrare cher - ¢ € una traslazione (e
coincide cory) resta da vedere a) che essa trasforma ogniimaitza retta ad essa parallela e b) che
tutti i punti si muovono in una medesima direziggeella della retta PP’).
La a) & ovwvia perché ogni simmetria centrale traséouna retta in una retta ad essa parallela;
dunque ogni retta viene trasformata «lén una retta parallela e questa ancorar da una retta
parallela.
Resta da dimostrare la b): sia Q un punto quajssasesso si trova sulla retta PP’, & chiaro che le
due simmetrie centrali lo trasformano in un purgtadretta PP’.
Vediamo che cosa succede se il punto Q e fuoradetta PP’, la simmetria con centro in P lo

trasforma in un punto R tale cltiED= RF; la simmetriar trasforma R in Q’; poiché la stessa
simmetriar porta P in P’, si h®&R= P'Q'e quindi P'Q" = PQ.
P

P
Q

Ora riflettiamo che Q e Q’si trovano nello stessmpiano rispetto alla retta PP’, essendo entrambi
nel semipiano opposto rispetto a quello che coatignlLa retta PQ é parallela alla P'Q’, essendo
corrispondente di essa nella simmetria con centralMra per il teorema dimostrato, la traslazione
che porta P in P’ porta Q in Q’; si conclude chealgnque sia il punto Q, applicando a Q

successivamente la simmetrgae la simmetriar, si ottiene lo stesso risultato che si ottiene
applicando la traslazione Si conclude : t=1- ©.

Osservazione importante: la dimostrazione svoltaeldere che la composizione di due simmetrie
centrali qualunque € una traslazione: infatti laaktrazione rimane valida se i punti P e M sono
assegnati in modo arbitrario: la traslazione chettgéne € quella che manda P nel suo simmetrico
P’ rispetto a M.
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Ora é facile dimostrare l'altro dei risultati chigbéamo preannunciato:

1) Ogni traslazione puo essere ottenuta componendcsidumetrie assiali con assi fra
loro paralleli.

Sia t la traslazione che manda P in P’; possiamo suppBet P’; nel caso P = P’ quello che
vogliamo dimostrare e evidente perafs? riduce all'identita.

Sappiamo che ogni simmetria centrale si puo oteeneme composizione di simmetrie assiali con
assi passanti per il centro e ortogonali fra ldmdichiamo con® la retta PP’, cons la
perpendicolare a& mandata per il punto P, can la perpendicolare agf mandata per il punto di
mezzo M del segmento [P,P’]. Si ha indicando, eda simmetria con centro P e cota simmetria
con centro M,

0= S et=S-
percio

t=1-06=Sy Sg- Sx* S =Sv- Sy poiche Sg- S € l'identita.

E’ evidente che ci sono infiniti modi di scomporreautraslazione in due simmetrie centrali (o
assiali): infatti la coppia P, P’ di punti corr@menti pud essere scelta in infiniti modi.
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Esercizio svolto (N. 2, Pag. 213)

Dato un triangolo, la retta che congiunge i punti di mezzo di due lati ¢ parallela al terzo.

Chiamiamo M, e M, i1 punti medi di AB e AC
rispettivamente.
B viene mandato in A da Sy, e Ain Cda Sy, .
M, M, M, Con la stessa composizione, M, viene mandato
) prima in M, e poi in My, dunque possiamo
vedere My’ come il traslato di M,. Allora M;M;’

B c // BC e dunque M, M, // BC.
Inoltre MMy = BC, M,M,= M,M;" ¢ dunque
MM, ¢ la meta di BC.

Esercizi
1. Presi tre punti A, B, C non allineati, trovare tutti i possibili parallelogrammi di cui A, B, C sono
vertici. Dimostrare che i nuovi vertici sono vertici di un triangolo di cui A, B, C sono i punti medi.

(N.10, pag. 11)

2. Dato un quadrilatero qualunque ABCD, il quadrilatero che ha per vertici, ordinatamente, i punti di
mezzo det lati ¢ un parallelogrammo. (N.11, pag. 11)

3. Una traslazione che manda un punto P in un punto P’ (diverso da P) trasforma in sé ciascuno dei
due semipiani individuati dalla retta PP’. (N.1, pag. 15)

4. Date due rette R, R’ fra loro parallele, vi sono traslazioni che mandano R in R ’? Queste traslazioni
come possono essere individuate?r Come trasformano la striscia compresa tra R ed R ’? (N.2, pag. 16)

5. Fra tutte le traslazioni che mandano una retta R in una retta R’, ad essa parallela, trovare quelle per
cui PP” ha un valore d assegnato; trovare quella per cui PP’ ha valore minimo. (N.3, pag. 16)

6. Data una traslazione non nulla t, quali sono gli insiemi convessi del piano che sono trasformati in sé
sia da t che da —t? (N.5, pag.20)

7. Considerare il prodotto di una traslazione non nulla per una simmetria assiale con asse parallelo alla
traslazione: dimostrare che ¢ un’isometria senza punti fissi e non ¢ una traslazione. (N.6, pag.32)

8. Considerare il prodotto di una traslazione per una simmetria assiale con asse perpendicolare alla
traslazione: dimostrare che ¢ una simmetria assiale e caratterizzarla rispetto ai dati. (N.7, pag.32)

9. Se F ¢ una figura trasformata in s¢ da una traslazione t non identica, allora I ¢ una figura non
limitata.
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Alcune proprieta delle isometrie

Ci proponiamo di esporre alcune proprieta fondaaledelle isometrie, che si possono facilmente
dedurre dalla loro definizione.

Un’isometria non solo trasforma una qualsiasi r@ften una rettar’, ma trasforma un semipiamag
avente come bord@& in un semipianog’ys con bordo®’ (e, naturalmente, trasforma il semipiano
oppostace » nel semipiano opposto,’ ). Infatti, se P e Q sono punti che appartengath@no stesso
semipiano con borde , il segmento [P, Q] non taglia la retfa; esso viene trasformato in un
segmento[P’, Q'] che non taglia la reti&d ; percio P’ e Q' sono, rispetto ag, in uno stesso
semipiano.

Il seguenteteorema & molto importante perché ci dice da quali eleinpad essere determinata
un’isometria:

Vi e al piu una isometria che manda due punti AdBuna retta® in due punti A’, B’
(rispettivamente) di una rett®’ e che manda uno dei due semipiani con batdin un fissato
semipiano con bord®’.

E1
Supponiamo che vi siano due isometfie 4 che mandano A in A’, B in B" e che mandano il
semipianoe; di ® nel semipianc; di ®. Se, per assurdo, queste isometrie non coincio@@,
almeno un punto P che esse trasformano in modostiveiaf (P) = P',4(P) = Pcon P£# P e
appartenenti allo stesso semipiano. Per definizitiisometria si haP' A" = ﬁ essendd® A'=
PAeP A= PA.

Analogamente si h&® B'= PB.

Ma allora i punti A’ e B’ sarebbero sull'asse degmento [P’, H, quindi i punti P, P starebbero
in semipiani opposti rispetto alla retkg cio che e assurdo. Dungfie 4.

Da questo teorema si deducono alcune importantiegurenze:

I) Un’isometria che lascia fermi due punti A, B o iéléntita oppure € la simmetria avente
come asse la retta AB.
La simmetria di asse AB scambia tra loro i due pé&ami generati dalla retta AB. Per il teorema
precedente, un’isometrjétale chef (A) = A, f(B) = B o scambia tra loro i semipiani generatialal
retta AB e allora coincide con la simmetria di a#d® o non |li scambia, e allora coincide con
lidentita.

II) Un’isometria che lascia fermi tre punti non allitie® B, C & necessariamente l'identita.
Se l'isometriaf lascia fermi i punti A e B, essa e l'identitaaosimmetria di asse AB . Ma poiché il

punto C non sta sulla retta AB e poiché &) = C, laf trasforma in sé il semipiano contenete il
punto C. Allora per il teorema precedente essaléritita.
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Vale il seguente risultato riguardante I'esistedele isometrie:

Dati due punti A, B di una rett& e due punti A’, B’ di una rett&®’ con AB= A'B'e fissato un
semipiance; con bordo®, € un semipiane; con bordo®), esiste un'isometriiche manda A in A,

B in B’ e trasforma in &, . Questa isometria si pud ottenere componendo nodifre simmetrie
assiali.

Questo teorema ci dice che per avere a disposiztutteequelle isometrie che la nostra intuizione ci
suggerisce, non occorrono altri assiomi oltre ad edl7 A8, riguardanti I'esistenza di simmetrie
assiali.

La dimostrazione puo essere espressa graficameydiante I'utilizzo di una bandierina; I'asta ha il
piede in A e il drappo in B. Il drappo indica ilnsgiano prescelto. La dimostrazione del teorema si
riduce a far vedere che, date due bandierine estal’'di ugual lunghezza, si puo portare la prima a
sovrapporsi alla seconda attraverso una successi@mametrie assiali (non piu di tre).

Indichiamo con (A,Bgy) la prima bandierina e con (A’,Bé;) la seconda bandierina.

La costruzione puo0 svilupparsi in tre mosse:

1° mossase A# A’ eseguiamo la simmetria assiale che scambidota A ed A’; I'asse sara la
rettasche é asse del segmento [A, A’]. Il punto B varerdi in un certo punto B”.

Se A = A’ questa mossa viene saltata.

2% mossase le semirette A’'B’ ed A’B” non coincidono sifuna simmetria che porta la semiretta
A’B” a coincidere con la semiretta A'B’ (rispettalla bisettricer dell’angolo che individuano).

Se le aste coincidono gia questa mossa vieneaaltat

3% mossaormai le aste delle bandierine coincidono , ma garsi che i drappi delle bandierine
siano opposti. Basta allora applicare una simmedxiante come asse la retta A'B’ per fare
sovrapporre anche i drappi delle bandierine .

In conclusione, eseguendo la composizigre Sy - S - Sy abbiamo trasformato la bandierina
(A,B, &) nella bandierina (A’,B’,&1). Pertantof , che €& un’isometria essendo composta di
isometrie, manda A in A’, B in B’ e il semipiargnel semipian@l'. Cosi il teorema e dimostrato.
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Esercizio svolto (N. 1, pag. 180)

Quali sono le possibili isometrie che trasformano una retta ® in una retta ®’ e che mandano un
punto A di Rin un punto A’ assegnato di R ?

Scelto un punto B qualsiasi di ®, B’ deve stare
su R ’, dunque pud andare in due posizioni
(perché d(A,B) = d(A’B’). Poi abbiamo una
doppia scelta per il semipiano: o puo essere
mandato sia in o’ che in §’. Allora abbiamo in
tutto quattro possibili isometrie.

Esercizi

1. Quali sono le possibili isometrie che scambiano fra loro due punti P e P” (con P’ diverso da P)?
(N2, pag. 180)

2. Un’isometria € involutoria se e soltanto se € 'identita o € una simmetria. Dimostratlo.
(N.4, pag. 181)

3. Dati due rettangoli uguali, quante sono le isometrie che mandano il primo nel secondo?
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Le rotazioni

Dato un punto O del piano, si dioatazione di centro O un’isometria che lascia fisso il solmfo
O. Fra le rotazioni si deve includere anche l'idd@niche lascia fissi tutti i punti del piano).

Una rotazione, come ogni isometria, si puo ottesereaponendo simmetrie assiali.
Il teoremache segue ci precisa in che modo questo si puad fare

Date due semirett® ed®’ con origine in O, esiste una ed una sola rotazommecentro O che porta
R INR.

Il teorema afferma I'esistenza e l'unicita dell@amione; la dimostrazione sara percio divisa in due
fasi:

Esistenza. Costruiamo una simmetria assiale che scambidottale semiretteR ed ®’: € la
simmetria avente come asgda bisettrice dell’angolo®, ®’). Questa non & una rotazione perché
lascia fermi tutti i punti diT’e muove tutti gli altri punti del piano.

Eseguiamo successivamente una simmetria di@sse

e O

Dimostreremo che lisometrig = S - Sy € la rotazione cercata. E’ evidente cReviene
trasformata ink’, dal momento che nella seconda simmegyiaon si muove. Dimostriamo clyee
una rotazione.

Se® =R allora eT=®=® e lag e l'identita.

Supponiamo ora che# ®’ e vediamo sg puo avere dei punti fissi diversi da O.

Sia P =5 (P) = & (Sz(P)), con P~ O. Poniamo &P) = Q.

Allora valgono le relazioni: &Q) =P, $(P) =Q.

La prima ci dice che la retta’ € asse di simmetria del segmento [P,Q]; la second&e che la
retta7’é asse di simmetria del segmento [P,Q]. Poicls&¢'a@el segmento e unico, sifia 7 ; ma
gquesta relazione ci dice che , essemjed ®’ simmetriche rispetto &, deve esser® = R,
contrariamente a quanto supposto. Dunque ancheasel® # ®’ non ci sono punti fissi oltre O,

dunquey € una rotazione.

Unicita . Domandiamoci se puo esistere un’altra rotazioiteg lag che abbiamo trovato, che porti

® in ®. Prendiamo sk un punto A# O e suR’un punto A’ tale ché®A = OA. Ogni isometria che
porta® su®’lascia fermo O e porta A in A’; quante sono allleréasometrie che lasciano fermo O e
portano A in A'? Sappiamo che ce ne sono due:rfarstria $ e la rotazione g= S Sr. Ma,
come abbiamo notatos8on € una rotazione, dunque I'unica rotazione @siste laj.




La dimostrazione svolta fa vedere chedse 3 sono due qualsiasi semirette con origine comune O,
la composizione delle due simmetrie assialieSS € una rotazione di centro O, che trasforma la
semirettad nella semirettad’ simmetrica di4 in Sa.

In riferimento al teorema precedente, osserviangrolntre € unica la rotazione che p&tan ®’,
non € unica la coppia di simmetrie che generartaigzione: ad esempio componendpeSS; si
ottiene la stessa rotazione.

Osserviamo inoltre che una simmetria centrale épamntcolare rotazione.

Esaminiamo ora i legami che vi sono tra la nozioheothzione, che ora abbiamo introdotto, e
quella di angolo.

Ricordiamo che, per definizione, un angolo conigerin O e una coppia ordinat® (®’) di
semirette con origine in O. Ad ogni angol@ ( ®’ ) con vertice O facciamo corrispondere la
rotazione con centro O che manda la semitteella semirettar’.

Questa corrispondenza degli angoli con le rotazasiriettiva, ma non iniettiva.

Enunciamo ancora due importaptoprieta delle rotazioni:
[) La composizione di due rotazioni con centro O enat@zione con centro O.

Infatti, supponiamo che la prima rotaziofimandi la semirett& con origine O nella semirettd e
che la seconda rotaziong, mandi la semiretta' nella semiretta’.

La prima rotazione si puo rappresentare c¢si Sr- Sy, dove $, € la simmetria avente come asse
la bisettricem dell'angolo ®,T) e Sré la simmetria avente come asse

La seconda rotazione si puo rappresentare gosiSy - Sy, dove & e la simmetria avente come
asse la bisettrices dell'angolo ;7).

A questo punto non resta éhe da comporyectn lag:

g f=Sv-Sr-Sr-Su= Sy - Su, (S Sre lidentita).
Dunque, essendgp f prodotto di due simmetrie con assi incidenti ire@na rotazione di centro O.
E’ immediato inoltre concludere che:

II) L'inversa di una rotazione € una rotazione.

Ritorniamo alla nozione dingola all’angolo R, ) introdotto come coppia di semirette, avevamo
associato una regione angolare la qualeg s s non sono allineate, & costituita dall’intersezione
del semipiano generato gee contenents e del semipiano generato sla& contenente .
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Nel caso cher ed s siano allineate (angolo piatto) vi & ambiguitapsd scegliere come regione
angolare I'uno o l'altro dei due semipiani indivatudai lati.

Nello studio degli angoli ci pud essere di guidanbilogia con i segmenti: un segmento [A,B] &
assegnato mediante gli estremi e contiene i purdi stanno tra gli estremi; per questi punti si
possono introdurre due relazioni d’ordine fra lofposte. Inoltre per i segmenti si pud introdurre
una misura (o lunghezza).

Per analogia siamo portati a considerare, in urolan¢r ,s ) avente come vertice O, tutte le
semirette con origine O interne all’'angolo. Cone@@wonsiderare un angolo piatto ottenuto fissando
un punto O su una rettae scegliendo uno dei due semipiani; indichiamo gore x- le due
semirette in cuk viene suddivisa da O.

Possiamo ora fissare un ordinamento totale pegrigrstte interne all’angolo piatto con la seguente
definizione:

Si dice che la semiretta precede la semirettd (0 cheUsegueT) e si scriveT< UseT € interna
alla regione angolarecf, U).
U

X- (0] X+
Se < & una relazione d’ordine totale devono vaieseguenti propriefa
1. ser< ValloraT # U

2. se7<UVevU<7 alloraT <v ( proprieta transitiva)
3. seT # ValloraT < U oppurev< v

Le semirette dell’angolo piatto uscenti da O sam@arrispondenza biunivoca con i punti di una
semicirconferenza di raggio unitario con centroo@tenuta nell’angolo.

V U

X- V1 o) U1 T e
Siamo portati ad affermare che I'ordine con cuseguono le semirett& U, 7, ... nellangolo e
guello stesso con cui si seguono le rispettiversetgoni sul semicerchio. Tuttavia non abbiamo
mai parlato dell’ordinamento sul semicerchio; cemé allora proiettare ortogonalmente i punti T,
U, V, ... sulla rettaxottenendo i punti I Uy, V3, ... e confrontare questi punti secondo una delle
due relazioni d’ordine che abbiamo sulla refta

Si pud dimostrare il seguente risultato:

La relazione < introdotta per le semirettet), 7, ... dell’angolo equivale allanaloga relazione di
ordine dei punti corrispondenti;,TU;, V3, ...sulla rettax orientata nel versa- . Di conseguenza
valgono le proprieta 1, 2, 3.

3 La relazione d'ordine & in guesta forma per ricaldamrelazione d’ordine introdotta sulla retta tessioma A4.
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Non abbiamo introdotto una relazione d’ordine pétet le semirette uscenti da O, ma solo per
quelle di un angolo piatto. E’ possibile definire nmodo analogo una relazione d’ordine per le
semirette dell’angolo piatto opposto, ma non é ibdessaldare le due relazioni d’ordine in modo
da ottenere un’unica relazione d’ordine validatpée le semirette uscenti da O.

Mediante la relazione d’ordine stabilita per le gette contenute nell’angolo piatto, possiamo
anche confrontare fra loro due angoli, facendo @donche abbiano un lato coincidente gon

Continuiamo a sviluppare l'analogia fra segmengingoli. Per i segmenti abbiamo introdotto una
misura che & basata sulla distanza e che percinserva quando il segmento & sottoposto ad una
trasformazione che conserva la distanza (cioe am'éria). Occorre introdurre ora anche per gli
angoli una misura che si conservi nelle isometrie.

A10 (Assioma) Esiste un’unica applicazione (dettasura angolare)che fa corrispondere
ad ogni aligael piano un numero reale non negativo coregpienti
proprieta:

) La misura dell’angolo® ,s) € zero se e solo sere=s. La misura di un qualsiasi angolp

piatto € un numero p positivo fissato.

1)) SeT € una semiretta interna all'angol®,(s), la misura dell’angolo%,s) & uguale
alla somma della misura dell’aloge® ,7) e della misura dell’angolarfs).
( proprieta dedltdditivita della misura).

) Per ogni numere con & o < p, esiste un angolo che ha misura
( proprieta duriettivita della misura).

V) Se esiste un’isometria che trasfadangolo ®,5) nell'angolo ®,S’), i due
angoli€,s) ed ®,s’) hanno la stessa misura.
(nvarianza della misura rispetto alle isometrig.

Useremo il termin@mpiezzacome sinonimo dinisuraper gli angoli.
La misura di un angolor(,§) € indicata con <§,S).

Vale un importantéeorema

Due angoli € ,5) ed ®.,S’) hanno la stessa misura se e solo se esiste m&isa che
trasforma I'uno nell’altro (cioé se sono isomelxici

Il punto IV dell’assioma A10 ci dice che due andaodi loro isometrici hanno la stessa misura. Resta
percid da dimostrare che se due angoli hanno $aat@isura sono isometrici.

Siano ®,5) e (R,S’) due angoli di uguale misura: costruiamo un’isaraethe trasforma l'uno
nell’altro. All'angolo (®,s) associamo il semipianodi bordo la rettag e che contiene la semiretta
S. Nel caso che l'angolo®(,s ) risulti piatto (® ed s fra loro opposte), indichiamo caonuno
qualunque dei due semipiani. Cosi per 'angal$ £’): indichiamo core’ il semipiano di bordo la
retta®’ e che contiene la semirefta (o uno qualunque dei due semipiani ®&£’) € piatto);
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ora sappiamo che esiste un’isomejfiehe portag a coincidere corr’ e porta il semipiana nel
semipianog’. Affermiamo che questa isometria potsa in s’ ; per dimostrarlo procediamo per
assurdo. Indichiamo casr la semiretta trasformata die supponiamo che sig # 5. Allora sono
possibili due casi: ¢* e interna all’angolo %, S’) oppures’ é interna all'angolo &, $* ). Nel
primo caso siha <&, S’) = <(®, §*) + <(5*% S’) .

Ma, per il punto | dell'assioma A10, risulta &, 5’) > 0.

Dunque <@),S’) & maggiore <, S*) =<(®,S), essendo isometrici gli angolir(S) e R, $*).

Ma questa relazione € contro l'ipotesi, avendo ssfip<@®’,S’) = <(®, S) .

Si procede in modo analogo nell’altro caso.

Dal teorema dimostrato risulta, in particolare, sbao acuti gli angoli che hanno misura minore di
p/2 e ottusi gli angoli che hanno misura maggiane/2.

Proprieta angolari dei poligoni

Dato un poligono convesso di n laty,A.,A, si dice angolanterno I'angolo formato da due lati
consecutivi.
Si dice angolesternol’angolo formato da un lato e dal prolungamentblak® consecutivo.

Si diceregolare un poligono convesso4A..,Aptale che esista una rotazione che mandanAd,,
Azin Az ..., Anin Ay Il centro di tale rotazione € dettentro del poligono.

Si deduce facilmente dalla definizione che un ol regolare ha i lati di uguale lunghezza, gli

angoli interni di uguale ampiezza, € inscritto m cerchio e ha i lati equidistanti dal centro di
questo.

| criteri di congruenza dei triangoli

Il triangolo e la figura fondamentale della geonae#uclidea ; molte delle dimostrazioni classiche
sono ottenute scomponendo una figura in triangoiegtendo questi triangoli in relazione fra loro.
Lo strumento tecnico di questo procedimento e fradalmente costituito dacriteri di
congruenza dei triangoli

Il termine “criterio” significa “condizione suffieinte”. qui si tratta di trovare condizioni suffioie
perché due triangoli ABC e A'B'C’ siano fra loro mgruenti, cioé esista un’isometria (0
congruenza) che porti A in A, B in B, C in C'. Naostro caso particolare, le condizioni che
esporremo sono anche necessarie, cioé sono cettarseddisfatte se i due triangoli sono
congruenti.

) Due triangoli ABC e A'B'C’ siano tali che BAC) = <(B'A'C’), AB = A'B', AC = AC'.
Allora essi sono congruenti.
C C'
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Poiché i due angoli BAC e B’A’'C’ hanno uguale anzzie, esiste un’isometria che trasforma il
primo angolo nel secondo. Possiamo supporre, @attne questa isometria trasformi la semiretta
AB nella semiretta A’'B’ e la semiretta AC nella destta A'C’. Poiche AB= A'B', questa
isometria trasforma il punto B nel punto B’; anaotente, essenddC = A'C', lisometria
trasforma il punto C nel punto C’. Cosi abbiamw#to un’isometria che trasforma i vertici A,B,C,
ordinatamente, nei vertici A’,B’,C’ed é quello chelevamo dimostrare.

I)  Due triangoli ABC e A’B'C’ siano tali chédB = A'B', <(ABC) = <(A'B'C’), <(BAC) =
<(B'AC).
Allora i due triangoli sono congruenti.

C C'

A B A B'
Essendo <(ABC) = <(A'B'C’), esiste un’isometréache trasforma la semiretta AB nella semiretta

A'B’ e la semiretta AC nella semiretta A'C’; natlmeente, essenddB = A'B', essa trasforma il
punto B nel punto B'. Analogamente , essendo <(BAX(B'A’'C’) , esiste un’isometriar che
trasforma la semiretta BA nella semiretta B’A’ edamiretta BC nella semiretta B’C’; essendo
AB= A'B', ancher trasforma il punto A nel punto A’ (e, naturalmentepunto B nel punto B’).
Osserviamo che il semipiano avente per bordo ta #B e contenente il punto C viene mandato
sia dallac che dallar nel semipiano generato da A’B’contenente il pu@toMa sappiamo che e
unica l'isometria che porta A in A’, B in B’ e urmipiano fissato in un semipiano fissato. Dunque
le due isometrie coincidone:=t. Questa unica isometria trasforma la semirettanalfa semiretta
A'C’, la semiretta BC nella semiretta B’C’. Alloria punto C, intersezione di AC con BC, viene
trasformato nel punto C’ di intersezione di A'C’ tdB’C’. In definitiva, abbiamo trovato
un’isometria che porta Ain A’, BinB’, Cin C’.

) Due triangoli ABC, A'B'C’ tali che AB = A'B', AC = AC', BC = B'C' sono congruenti.

C C'
A B A B'

Esiste un’'unica isometria che porta A in A’, B ineBporta il semipiano (generato da AB)
contenente C nel semipiano (generato da A'B’) coaiée C'. Il punto C va a finire in un punto C
tale cheAC= AC", BC= B'C".

Il punto C deve trovarsi nello stesso semipiano in cui siar@’ rispetto alla retta A’B’, inoltre e
AC’ = AC', BC = B'C'. Ma & certamente G C" infatti se fosse C# C’, i punti A’,B’
dovrebbero trovarsi entrambi sull’asse del segmB2t& |, quindi si troverebbero da parti opposte
rispetto alla retta A'B’.
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Esercizi

1.

10.

11.

12.

Data una rotazione di centro O mediante I'angolpRR costruire graficamente la semiretta
S’ corrispondente ad una semiretta S assegnatarigne in O.(N.1, pag. 187)

Dati nel piano due segmenti di uguale lunghezzaeABB’, esiste sempre una rotazione che
manda A in A’ e B in B'3N. 2, pag. 187)

Dati nel piano un punto O, un punto£FO ed una retta R, costruire una rotazione conreent
O che porti il punto P in un punto della retta R.sgno sempre soluzioni? Quante?3, pag.
187)

Un’isometria che sia prodotto di tre simmetrie asion assi passanti per uno stesso punto e
una simmetria assialeN. 4, pag. 187)

Dimostrare che il prodotto di due simmetrie asgi@in puo in nessun caso essere uguale ad
una simmetria assiale\. 5, pag. 187)

Il prodotto di due rotazioni con centri diversi Raurotazione? [Rappresentare ciascuna delle
due rotazioni mediante un’opportuna coppia di sitmimessiali](N. 6, pag. 187)

Dimostrare che il prodotto di quattro simmetriei@s® in ogni caso uguale al prodotto di due
simmetrie assiali. [Ricordare che anche le traslazisi rappresentano mediante la
composizione di due simmetrie assiali] 8, pag. 187)

Date tre semirette con la stessa origine O & sergneche una di esse é interna all'angolo
formato dalle altre due®. 1, pag. 198)

Due quadrangoli convessi ABCD, A'B'C’'D’ sotali che AB = A'B’, BC = B'C’, CD = C'D’,
DA = D'A’, A = A'. Dimostrare che sono congruentiiipotesi della convessita é essenziale?
(N.1, pag. 214)

Due quadrangoli convessi ABCD, A'B'C’'D’ sortali che AB = A'B’, BC = B'C’, CD =
C’D’, 'angolo in B uguale all'angolo in B’, I'ando in C uguale all’'angolo in C'. Dimostrare
che sono congruentiN.2, pag. 214)

Sia ABC un triangolo equilatero. Siano A’, B’, C’ su AC, AB, BC rispettivamente, come nel
disegno, tali che AA’ = BB’ = CC’. Allora A’B’C’ ¢ equilatero.

c

A

Un poligono convesso non puo avere piu di tre angoli acuti.
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Le similitudini e le omotetie

Si dicesimilitudine un’applicazione biunivoca del piano in sé tale, awtti P,Q due punti qualsiasi
e P’,Q’ i loro corrispondenti, risult®'Q"' = h PQ, dove h e una costante positiva detgporto di
similitudine o scala.

Una similitudine per cui h = 1 e un’isometria; qdiine isometrie si possono vedere come
particolari similitudini.
Chiameremo similitudini proprie quelle per cuii.

Valgono le seguenti affermazioni:
)] la composizione di due similitudini & una similiioe ;

) I'inversa di una similitudine e una similitudine.

Dato un punto O del piano e un numero positivoildiee omotetia di centro O e rapporto h
'applicazione cosi definita: ad O corrisponde @ua punto B: O corrisponde un punto

P’ sulla semiretta OP tale cl@® = h OP.

Dunque un’'omotetia & una dilatazione (o una coitre) del piano “a raggiera” a partire dal punto
O che rimane fermo.

Si vede subito che un’'omotetia & un’applicazionsivioca.

Si dimostrano facilmente le seguenti proposizioni:

) Un’omotetia con centro O e rapporto h si rappresent un riferimento cartesiano con
X'= hx

y'=hy

1)} Un’omotetia di rapporto h € una similitudine di paypto h.

origine in O, con il sistema{

1) Un’omotetia trasforma ogni retta in una retta adaegarallela e trasforma in sé ogni
retta per il centro (la rappresentazione analdlicaostra facilmente la proposizione).

V) Un'omotetia e una traslazione che mandano il pu@onello stesso punto Q’
trasformano ogni semiretta con origine in Q neldessa semiretta con origine in Q’.

V) Un’omotetia conserva I' ampiezza degli angoli (éawobnseguenza immediata della
proposizione 1V).

E’ facile constatare che, componendo (non importquiale ordine) un’omotetia di rapporto h con
un’isometria, si ottiene una similitudine di rapizoh.

Cominceremo occupandoci di alcuni problemi pardidathe riguardano il triangolo.

Premettiamo una definizione abbastanza ovvia: mici@he due figure sono simili se esiste una

similitudine che trasforma l'una nell’altra.

Valgono i seguentiriteri di similitudine dei triangoli:
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- (Primo criterio di similitudine dei triangoli)
Due triangoli ABC e A'B'C’ tali che si abbia <(A) <(A’), AB'/ AB = AC'/ AC, sono
simili.
o
C

T~

A B Al B'

La nostra ipotesi ci suggerisce di introdurre undstiag di rapporto h =A'B'/ AB = AC'/ AC
con centro in un punto qualsiasi (ad esempio Ajidhgolo ABC viene trasformato in un triangolo
AB”C” tale che AB" = hAB, AC" = hAC. Ma allora eAB' = A'B', AC"= AC', percio il
triangolo AB”C” é congruente al triangolo A’B’Cper il primo criterio di congruenza dei triangoli.
Quindi esiste un’isometriaf che trasforma il triangolo AB”C” nel triangolo A'C’
(ordinatamente). L'applicaziorfe g (prodotto di un’omotetia per una isometria) € smailitudine
che trasforma il triangolo ABC nel triangolo A'B’C’

- (Secondo criterio di similitudine dei triangoli)
Due triangoli ABC e A'B’C’ tali che <(A) = 4('), <(B) = <(B’), sono simili.
- (Terzo criterio di similitudine dé&iangoli)

Due triangoli ABC e A'B'C’ tali cheA'B'/ AB = AC'/ AC = B'C'/ BC sono simili.

Si é detto che la composizione di una omotetiapiportoh e di una isometria & una similitudine di
rapportoh . E’ interessante dimostrare che vale anche dwecsa, cosi che si pud concludere che in
generale una applicazione € una similitudine sele se & prodotto di una omotetia e di una
isometria.

Dimostriamo allora che una qualunque similitudir@ puo rappresentare cosi:
s=t-g, dovegeé un'omotetia ¢ & un’isometria.

Sia assegnata una similitudineli rapportadh ; siag una qualungue omotetia con lo stesso rapporto
h. Sef e I'inversa dig, f & ovviamente un’omotetia di rapporl%lo.

Consideriamo l'applicazione= s - f . Si tratta di una similitudine di rapporto |, eion’isometria.
Infine,t-g=s-fg=s

Enunciamo alcunproprieta delle similitudini:

) una similitudine trasforma rette in rette, semipiam semipiani,cerchi in cerchi e
conserva la misura degli angoli;

1)) il rapporto delle aree di due triangoli simili éuade al quadrato del loro rapporto di
similitudine;
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e D

Esercizio svolto (N. 5, pag. 221)

Dato un triangolo, la retta che congiunge i punti di mezzo di due lati ¢ parallela al terzo.

“ Facciamo un’omotetia di centro A e
o /\“ h=2.
el 2 M1 > B
M2 > C
B C Dunque M,M, // BC

Inoltre BC ¢ lungo il doppio.

Esercizi

1. Due rette ortogonali vengono trasformate da una similitudine in rette ortogonali.
(N.3, Pag.221)

2. Due cerchi di raggi disuguali sono sempre omotetici. Dimostrarlo.
(N.4, Pag.221)

3. Due quadrati sono sempre simili fra loro.
(N.2, Pag.227)

4. Tutte le parabole sono simili fra loro.
(N.3, Pag.227)
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